


Conselhos Venn para conquistar uma medalha na OBMEP!!

1 > Otimize seu tempo

Seja intimo das apostilas da 1° e da 2° fase. Aproveite cada intervalo de tempo livre:
exercite no intervalo de uma consulta, depois de terminar um exercicio na sala de aula...
Aproveite todas as brechas para exercitar; de pouco em pouco vocé verd o quanto valeu a

pena.

2 > Observe seus pontos fracos
Perceba quais tipos de questdes ou quais assuntos te levam mais recorrentemente ao
erro ¢ busque exercita-los (sanando duvidas e revisando o contetdo). Estamos sempre aqui

para ajudar e lembre-se: o erro ¢ sempre a melhor forma de evoluir.

3 > Cuide da sua explicagdo

Para a segunda fase, ¢ fundamental que vocé saiba explicar qual o raciocinio utilizou
ao resolver o exercicio, portanto aprenda a traduzir seus pensamentos com clareza, e, acima
de tudo, organiza¢do. Quando for escrever, imagine que alguém que ndo sabe como resolver a
questdo precise entendé-la a partir de sua descricdo e, dessa forma, vocé vai perceber que
uma linguagem simples ¢ muito melhor. Sempre confira suas respostas com o gabarito oficial
ou peca que algum monitor ou professor corrija. Sintam-se a vontade para enviar qualquer

davida no nosso instagram @timevenn, vai ser um prazer ajuda-los.

4 > Simule seu tempo

De tempo em tempo, separe um dia para simular as condi¢des da prova. Separe um
caderno desta apostila, um lugar que possa se concentrar e tente resolver as questdes no
tempo que terd de fato no dia oficial. Esse passo ¢ muito importante para que se acostume a

solucionar as questdoes mais rapidamente.

5 >DESISTIR JAMAIS!
Mais importante do que uma medalha ¢ o conhecimento e o crescimento pessoal
adquiridos ao longo dos estudos, essa ¢ a verdadeira conquista. Torne o processo prazeroso,

divertido e desafiador. Confiamos em vocés e boa sorte em suas jornadas olimpicas!!
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A. Légica

A logica ¢ uma das areas fundamentais do conhecimento, especialmente no contexto
matematico, onde desempenha um papel central na constru¢do do raciocinio formal. Ela ¢
responsavel por estabelecer critérios e métodos que permitem avaliar a validade de
argumentos e conclusodes, ajudando a distinguir entre o que ¢ verdadeiro e o que ¢ falso com
base em principios bem definidos.

Ao compreender a logica, o estudante desenvolve habilidades para pensar de forma
estruturada e analitica, o que € essencial ndo so para a resolucao de problemas matematicos,
mas também para a tomada de decisoes em diversas situagdes da vida cotidiana. Este capitulo

se dedicard aos fundamentos da l6gica, fornecendo exercicios para aprimorar cada vez mais
sua habilidade.

A.1 Percepcao de padroes

1) O professor de educacgao fisica Chagas organiza bolas numeradas amarelas e roxas em uma
estante no ginasio da seguinte maneira:

10000 0000w.

a) Qual serd a proxima bola amarela de naimero multiplo de 3?

b) De qual cor sera a bola de numero 2026?

¢) Quantas bolas amarelas terdo nimeros multiplos de 3 até a bola numero 2026?

2) Antdnia ama a palavra “VENN” e a escreveu diversas vezes em seu caderno, sem espago,
como em “VENNVENNVENN”. Depois, decidiu separa-las em sequéncias, com cada
sequéncia contendo o mesmo nimero de membros que seu numero. Aqui estio as trés
primeiras sequéncias:

TIME
VENN

timevenn.com.br



Sequéncia 1: (V)
Sequéncia 2: (E, N)

Sequéncia 3: (N, V, E)

a) Quais letras formam a sequéncia 4?

b) Qual serd a tltima letra do grupo 10?

¢) No grupo 20, a letra N aparece quantas vezes?

3) Um pai brinca com seu filho de montar escadas com quadradinhos de papel. Cada
quadradinho tem 1 cm de lado.

Figura 1 Figura 2 Figura 3

a) Quais serdo o perimetro e a area da figura 4?
b) Quais serdo o perimetro e a area da figura 2026?

¢) E possivel fazer uma figura com 2026 cm? de area? E com 2026 cm de perimetro?
Justifique.
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4) Melissa quer resolver o seguinte problema: completar os seguintes diagramas com
nameros de 1 a 10, de forma que as operagdes sejam verdadeiras e que os nimeros nao se

repitam.

a) Complete um dos diagramas escolhidos por Melissa:

b) Melissa ja resolveu o diagrama a seguir. Qual o nimero minimo de casas que devem
ser dadas no inicio do exercicio para que so exista uma solu¢ao?

=

10

=)
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5) Um sapo salta de uma ilha (tridngulo verde) a outra em um lago (tridngulos azuis). Ele s
consegue se locomover até triangulos vizinhos, como mostrado pelas setas na figura.

Apostila em preto e branco: O sapo no item (a) estd em um tridngulo verde. Os
tridngulos que dividlem um lado com esse tridngulo sdo todos azuis. Os tridngulos que
dividem lado com um triangulo azul sdo todos verdes, e assim por diante.

a) Desenhe, na figura, um caminho de 6 saltos de forma que o sapo volte a ilha inicial.

b) Saindo de uma ilha e fazendo um trajeto de 10 saltos, o sapo parou em uma ilha ou
dentro da 4gua? Justifique.

¢) Explique por que é impossivel que o sapo faca um trajeto completo pelo lago visitando
cada triangulo uma tinica vez.

A.2 Jogos de Verdade e Mentira

1) Jalia e Maria Clara brincam com o seguinte jogo: Maria Clara tenta adivinhar em qual
forma geométrica (poligonos de até 10 lados) Julia esta pensando com base nas seguintes

perguntas respondidas por Julia, que pode responder todas verdadeiramente, ou todas
falsamente.

A forma escolhida tem numero de lados maior que 6?
A forma escolhida tem nome com menos de 8 letras?
A forma escolhida tem a letra A?
A forma escolhida tem a letra T?

i
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a) Se Julia escolheu o quadrilatero, qual sera a ordem das respostas, se respondesse
verdadeiramente?

b) Por qual afirmativa Maria Clara pode identificar imediatamente se Julia mentiu ou
falou a verdade?

¢) Se Julia respondeu Nao, Sim, Sim, Nao, em qual poligono pensou?

Resolucio:
a) Para o Quadrilatero:

Pergunta 1 (Lados > 6?): Nao (possui 4 lados).
Pergunta 2 (Nome < 8 letras?): Nao (possui 12 letras).
Pergunta 3 (Tem 'A'?): Sim (Quadrilatero).

Pergunta 4 (Tem 'T'?): Sim (Quadrilatero).

Resposta:

e Se cla falou a verdade: Nao, Nao, Sim, Sim.
e Se ela mentiu: Sim, Sim, Nao, Nio.

b) Pela afirmativa 2: "A forma escolhida tem nome com menos de 8 letras?".
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Poligono Numero de lados Nome

3 Triangulo

4 Quadrilatero
5 Pentagono
6 Hexagono
7 Heptagono
8 Octégono
9 Eneagono
10 Decagono

Explicacao: Conforme observado na tabela acima, todos os poligonos listados (de 3 a
10 lados) possuem 8 ou mais letras em seus nomes. Portanto, a resposta verdadeira para essa
pergunta deve ser sempre "Nao". Se Ana responder "Sim" a esta pergunta, Maria Clara sabera
imediatamente que ela estd mentindo em todas as questdes.

¢) Vamos analisar a sequéncia dada: Nao, Sim, Sim, Nao.

1. Como a segunda resposta foi "Sim" (o que contradiz a verdade, que seria sempre
"Nao" para a pergunta 2), sabemos que Julia esta mentindo.
2. Portanto, devemos inverter a sequéncia dada para descobrir as respostas verdadeiras:
Sim, Nao, Nao, Sim.
3. Agora, buscamos um poligono que satisfaga estas condicdes:
o > 6lados? Sim (Deve ser Heptagono, Octogono, Enedgono ou Decagono).
o <8 letras? Nao (Consistente com todos).
o Tem 'A'? Nio.
o Tem 'T'? Sim.

Analisando os candidatos:

Heptagono: Tem 'A'. (Incorreto)
Eneagono: Tem 'A'. (Incorreto)

Decéagono: Tem 'A'. (Incorreto)

Octogono: Nao tem 'A' e tem 'T". (Correto)
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Resposta: Julia pensou no Octégono.

2) 3 amigos decidiram jogar “Logicus”, um jogo para descobrir quais pessoas do grupo falam
a verdade e quais mentem. O jogo tem as seguintes regras:

Existem 4 cartas: duas azuis e duas amarelas.

Cada jogador deve retirar uma carta e dizer em voz alta qual a cor de sua carta.

Se apenas um jogador mentir, ou se apenas um falar a verdade, o grupo perde.

Se todos os jogadores mentirem, ou todos os jogadores falarem a verdade, o grupo
ganha.

a) Na primeira rodada, todos os jogadores disseram ter cartas azuis. A carta restante
também foi azul. Nesta rodada, o grupo ganhou ou perdeu?

b) Na segunda rodada, todos os jogadores disseram ter cartas amarelas. A carta restante
foi azul. Nesta rodada, o grupo ganhou ou perdeu?
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3) Miguel, Aline e Gabriela decidiram qual flor do
jardim Venn era a preferida de cada um:

- Miguel disse que sua flor favorita era a azul de 5
pétalas, mas mentiu sobre o nimero de pétalas.

e se
L Te
e se

¢) Se todos escolheram cores de diferentes formatos e cores, qual ¢ a flor favorita de cada

- Aline disse que sua flor favorita era a roxa de 8
pétalas, mas mentiu sobre a cor.

- Gabriela disse que sua flor favorita era a rosa de 6
pétalas, mas mentiu sobre a cor e sobre o nimero de
pétalas.

a) Quais flores podem ser a favorita de Miguel?

b) Quais flores podem ser a favorita de Gabriela?

um?

4) Os amigos André, Max, Pedro e Toledo estdo conversando em uma viagem de 6nibus.
Algumas pessoas no Onibus vieram da cidade Falsolandia, e outras sdo de Verdaddpolis. Os
falsolandenses sempre mentem, e os verdadopolitanos sempre sdo verdadeiros. Ao serem
parados em um pedagio, os amigos responderam:

André: Max e Pedro sdo da mesma cidade.
Max: Toledo ¢ verdadopolitano.
Pedro: Max ¢ falsolandense.

Toledo: Todos somos falsolandenses.

a) Toledo ¢ de qual cidade? Justifique.

b) Max ¢ de qual cidade? Justifique.
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¢) Andr¢ ¢ de qual cidade? Justifique.

5) Um aventureiro encontrou trés caixas coloridas: uma Azul, uma Verde ¢ uma Vermelha.
Dentro de apenas uma delas ha uma moeda de ouro, e as outras duas estdo vazias. Cada caixa
possui uma etiqueta com uma frase, mas apenas uma etiqueta diz a verdade.

Caixa Azul: "A moeda ndo esta aqui."
Caixa Verde: "A moeda ndo esta na Caixa Vermelha."
Caixa Vermelha: "A moeda estd aqui."

a) Suponha que a etiqueta da Caixa Vermelha seja a verdadeira. Mostre por que isso
criaria um absurdo em relagdo a etiqueta da Caixa Azul.

b) Suponha que a etiqueta da Azul seja a verdadeira. Mostre por que isso criaria um
absurdo em relagdo a etiqueta da Caixa Verde.

¢) Qual etiqueta diz a verdade, e em qual caixa estd a moeda?

A.3 Paridade e Multiplicidade

Para diversas questdoes da OBMEP, ¢ necessario entender a paridade, ou seja, a
qualidade de certo nimero de ser par ou impar, ¢ a relagdo que possui com operagdes
matematicas que envolvem diferentes (par-impar) ou semelhantes paridades (par-par,
impar-impar).

Primeiramente, vamos entender este conceito em operagdes basicas. Observe como
esta relagdao ocorre com a soma de dois nimeros inteiros positivos:

Em situagdes em que a paridade ¢ a mesma, o resultado da soma vai ser um nimero
par. Ja em situacdes em que a paridade ¢ diferente, o resultado sempre sera um niumero impar.
As expressdes a seguir resumem esta relacao:

Paridades iguais Paridades diferentes

(par) + (par) = (par) (par) + (impar) = (impar)

10
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(impar) + (impar) = (par) (impar) + (par) = (impar)

Agora que ja entendemos somas de dois numeros inteiros, vamos estudar somas de
multiplas parcelas inteiras. Primordialmente, focaremos em entender esta relacdo em somas
de parcelas pares.

Considerando as regras anteriores, uma soma com um numero par de parcelas pares
(exemplificada pelo nimero 4) também pode ser escrita da seguinte maneira:

Par + par + par + par =
(par + par) + (par + par) =
par + par = par

J4 uma soma com um numero impar de parcelas pares (exemplificada pelo niimero 3)
pode ser escrita do seguinte modo:

par + par + par =
(par + par) + par =
par + par = par

Logo, ¢ possivel dizer que a soma de qualquer quantidade de inteiros pares
sempre vai ser um inteiro par.

Agora, vamos pensar em uma soma de uma quantidade par (exemplificada pelo
numero 4) de parcelas impares desta forma:

impar + impar + impar + impar =
(impar + impar) + (impar + impar) =
par + par = par

Assim, ¢ possivel dizer que a soma de uma quantidade par de inteiros impares
sempre vai ser um inteiro par.

Agora, vamos pensar na soma de uma quantidade impar (exemplificada pelo nimero
3) de parcelas impares desta forma:

impar + impar + impar =

11
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(impar + impar) + impar =
par + impar = impar

Assim, ¢ possivel dizer que a soma de uma quantidade impar de inteiros impares
sempre vai ser um inteiro impar.

Ja entendemos como a soma de qualquer quantidade de inteiros de paridade
semelhante funciona, mas e com inteiros de paridades diferentes? Neste caso, ¢ necessario
focar no numero de parcelas impares presentes na expressao, ja que qualquer quantidade dos
pares sempre vai ser par.

Se o nimero de parcelas impares for par, o resultado da soma destas também vai ser
par, e, a0 somar com 0 nimero par resultante da soma dos numeros pares, o resultado final
também vai ser par.

Ja se o nimero de parcelas impares for impar, o resultado da soma destas também vai
ser impar, e, a0 somar com o nimero par resultante da soma dos numeros pares, o resultado
final serd impar.

Desse modo, a paridade do resultado da soma de uma quantidade maior que dois de
numeros inteiros de diferentes paridades ¢ a mesma da quantidade de numeros impares
somados.

Assim, as regras para a paridade da soma de multiplas parcelas inteiras sdo as
seguintes:
e A soma de qualquer quantidade de inteiros pares sempre vai ser um inteiro par;
e A soma de uma quantidade par de inteiros impares sempre vai ser um inteiro par; €
e A soma de uma quantidade impar de inteiros impares sempre vai ser um inteiro impar.

A soma de uma quantidade maior que dois de numeros inteiros de diferentes
paridades tem a mesma paridade da quantidade de nimeros impares somados.

Para a subtracio, as regras sao as mesmas:

Paridades iguais Paridades diferentes
(par) - (par) = (par) (par) - (impar) = (impar)
(impar) - (impar) = (par) (impar) - (par) = (impar)

Subtracio de multiplas parcelas de numeros inteiros

o A subtragdo de qualquer quantidade de inteiros pares sempre vai ser um inteiro par;

e A subtragdo de uma quantidade par de inteiros impares sempre vai ser um inteiro par;

o A subtragdo de uma quantidade impar de inteiros impares sempre vai ser um inteiro
impar.

12
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A subtracdo de uma quantidade maior que dois de nimeros inteiros de diferentes
paridades tem a mesma paridade da quantidade de nimeros impares na expressao.

Para a multiplicacio, temos as seguintes regras
par x par = par
par x impar = impar X par = par

impar x impar = impar

Ja para a divisdo, temos as seguintes regras

e Seadivisdo de um par por um impar resultar em um inteiro, este sera par

e Seadivisdo de um impar por um impar resultar em um inteiro, este sera impar

e Seadivisdo de um par por um par resultar em um inteiro, este podera ser tanto par
quanto impar

e A divisdo de um nlimero inteiro impar por um par nunca resulta em um numero
inteiro.

Multiplicidade, regras basicas de divisibilidade, fatoracio em numeros primos.

A Multiplicidade pode ser explicada como a caracteristica de um nimero ser multiplo
de outro, ou seja, resultar de multiplicacdo deste nimero por algum outro inteiro. Ou seja, se
olharmos para uma tabuada infinita do niimero 4, encontraremos nos resultados todos os
nimeros multiplos de 4.

Por sua vez, um numero ser divisivel por outro significa que a divisdo deste pelo
numero inicial resulta em um inteiro e resto zero. Por exemplo, 12 ¢ divisivel por 4, pois esta
divisdo resulta em 3, um nimero inteiro, € o resto € zero.

Portanto, podemos dizer que a multiplicidade e a divisibilidade sdo dois lados da
mesma moeda, pois descrevem a mesma relagao, porém de maneira inversa.

Alguns numeros tém regras que tornam mais facil identificar se outro valor pode ser
dividido por ele ou ndo. As afirmacdes a seguir sdo muito utilizadas para otimizar o tempo e
entender as relacdes ou padrdes de questoes.

Regra de divisibilidade do niimero 2: O ultimo algarismo de um nimero deve ser
divisivel por 2, ou seja, o numero deve ser par.

Regra de divisibilidade do numero 3: A soma de todos os seus algarismos deve
resultar em um nimero multiplo de 3. Ex: 561 - 5+6+1=12

13
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Regra de divisibilidade do ntimero 4: Os dois ultimos algarismos devem formar um
numero divisivel por 4. Ex: 624 — 24 ¢ divisivel por 4, logo, 624 também &.

Regra de divisibilidade do nimero 5: O ultimo algarismo do nimero deve ser 0 ou

Regra de divisibilidade do niimero 6: O niimero deve ser divisivel por 2 e 3 a0 mesmo
tempo, ou seja, precisa ser par e ter a soma de seus algarismos multipla de 3.

Regra de divisibilidade do numero 8: Os trés ultimos algarismos devem formar um
numero divisivel por 8.

Regra de divisibilidade do ntimero 9: A soma de todos os seus algarismos deve
resultar em um niimero multiplo de 9. Ex: 198 - 1 +9+8 =18

Regra de divisibilidade do nimero 10: O ultimo algarismo do niimero deve ser 0.

Alguns numeros ndo tém divisores além deles proprios e do numero 1 (ex: 2, 3, 5, 7,
11, 13, ...). Estes sao chamados de nimeros primos, e sao considerados os pilares que formam
todos os outros numeros, pois todos podem ser escritos por uma multiplicagdo de numeros
primos. Este processo, chamado de decomposi¢do por numeros primos, ¢ a base para a
resolugdo de diversos problemas, e consiste em descobrir quais primos foram multiplicados
para formar um numero.

Para realiza-lo, inicia-se a verificar e a se dividir um nimero pelos menores nimeros
primos e aumentando os divisores até o resultado final ser 1. Por exemplo, vamos utilizar o
namero 420. Ele ¢ divisivel por 2, pois € par, o que gera o resultado 210. Este numero ainda ¢
divisivel por 2, com resultado 105. Como os algarismos deste tem soma 6, ele também ¢
divisivel por 3, resultando em 35. Ele ndo ¢ divisivel por 3, mas ¢ divisivel pelo proximo
primo, 5, resultando em 7. Como 7 também ¢ primo, o resultado final sera 7/7 = 1.

Como dividimos por 2 duas vezes, por 3, por 5 e por 7, 420 também pode ser escrito
como2x2x3x5x7.

1) Um gafanhoto pulando ao longo de uma reta pode pular 6 ou 8 polegadas em qualquer
sentido. Ele pode alcangar um ponto que esta:

a) a 1,5 polegada da posicao original?

14
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b) A 7 polegadas

¢) A 4 polegadas

2) Aline gosta de brincar de formar sequéncias de numeros. Hoje, ela brincou os numeros de
1 a 10, sem repetir nenhum. Ela considera uma sequéncia “venneravel” quando a soma de
quaisquer numeros vizinhos t€ém a mesma paridade.

a) Complete a sequéncia a seguir, de modo que ela seja venneravel:

14

b) Apresente uma sequéncia venneravel que utilize os 10 nlimeros

¢) Explique por que ¢ impossivel que exista uma sequéncia venneravel de 10 niumeros
que comece com 2 numeros de mesma paridade.

Resolucio:

Uma sequéncia ¢ "venneravel" quando a soma de quaisquer nimeros vizinhos tem a
mesma paridade (ou seja, todas as somas ddo impar, ou todas as somas dao par).

15
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a) A soma dos primeiros vizinhos (1 + 4) resulta em 5, que ¢ impar. Para que a soma de
qualquer par vizinho seja impar, é obrigatério intercalar niimeros impares e pares (Impar
+ Par = impar). Como a sequéncia comega com Impar (1), Par (4), ela deve continuar
alternando: fmpar, Par, fmpar, Par, impar. Possivel resposta: 1, 4, 3, 2, 5, 6, 7 (Note que
4+3=7, 3+2=5, 2+5=7, 5+6=11, 6+7=13; todas as somas sao impares).

b) Basta seguir a regra de intercalar nimeros impares e pares do 1 ao 10. Resposta: 1, 2,
3,4,5,6,7,8,9, 10 (Todas as somas de vizinhos resultardo em numeros impares).

¢) Se a sequéncia comegar com 2 nimeros de mesma paridade (dois pares ou dois
impares), a soma deles sera Par. Para a sequéncia ser venneravel, todas as somas de
vizinhos subsequentes também teriam que ser pares. Para que dois nimeros somem par,
eles precisam ter a mesma paridade. Isso criaria uma reagdo em cadeia exigindo que todos
os 10 nimeros tivessem a mesma paridade. Como de 1 a 10 temos apenas 5 nimeros
pares e 5 impares, ¢ impossivel formar uma sequéncia de 10 niumeros s6 com pares ou sO
com impares.

3) Melissa e Antonia colhem flores em um jardim com um unico cesto.
- Melissa sempre colhe 2 flores de cada vez.
- Antonia sempre colhe 6 flores de cada vez.
O cesto ja continha 5 flores antes de comegarem a colher.

a) Quantas flores terdo no cesto apds cada uma colher 2 vezes?

b) Qual serd uma maneira de Melissa e Antonia colherem de forma que fiquem 15 flores
no cesto?

¢) Explique por que a cesta nunca ficard com 2026 pedacos ap6s o fim da colheita.

4) Pedro escreveu em seu caderno os numeros de 1 a 10 e colocou um sinal de adi¢ao entre
eles, obtendoasoma: 1 +2+3+4+5+6+7+8+9+10

16
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a) Qual ¢ o valor dessa soma inicial? Esse valor € par ou impar?

b) Se Pedro trocar exatamente um sinal de adi¢cdo por um sinal de subtracio, a nova soma
resultante serd par ou impar? Justifique sua resposta.

¢) Explique por que, mesmo trocando alguns sinais de adi¢do por subtracdo, ndo é
possivel que o resultado da expressao seja 0.

5) Um tabuleiro retangular ¢ dividido
em 10 casas iguais, pintadas
alternadamente de cinza e branco,
como em um tabuleiro de xadrez.
Inicialmente, ha exatamente uma
bolinha em cada casa. As bolinhas
s30 movimentadas em etapas,
seguindo as seguintes regras:

- Escolhe-se duas bolinhas quaisquer;

- Em seguida, desloca-se uma dessas bolinhas para uma casa vizinha na horizontal
(para a esquerda ou para a direita) e, simultaneamente, desloca-se a outra bolinha para
uma casa vizinha na vertical (para cima ou para baixo).

a) Descreva uma sequéncia de exatamente duas etapas de movimentos que resulte nas
duas casas da primeira coluna (a mais a esquerda) totalmente vazias.

b) Explique por que, partindo do tabuleiro inicial e apds qualquer ntimero de etapas, a
quantidade total de bolinhas ocupando as casas brancas do tabuleiro sera sempre um
numero impar.

¢) Explique por que ¢ impossivel, partindo do tabuleiro inicial, realizar uma série de
etapas que coloque todas as 10 bolinhas em uma mesma casa.
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Resolucio:

a) Identificaremos as casas por coordenadas (Linha, Coluna). A primeira coluna possui as
casas (1,1) e (2,1).

e Etapa 1: Escolha as bolinhas que estdo em (1,1) e (2,1). Mova a bolinha de (1,1) na
horizontal para a casa vizinha (1,2). Mova a bolinha de (2,1) na vertical para a casa
(1,1). Resultado: A casa (2,1) fica vazia. A casa (1,1) agora tem 1 bolinha (a que veio
de baixo).

e KEtapa 2: Escolha a bolinha que esta agora em (1,1) e qualquer outra bolinha no resto
do tabuleiro (por exemplo, a de (2,2)). Mova a bolinha de (1,1) na horizontal para
(1,2). Mova a bolinha de (2,2) na vertical para (1,2). Resultado: Ambas as casas da
primeira coluna (1,1) e (2,1) estdo totalmente vazias.

b) No tabuleiro, qualquer movimento para uma casa vizinha (seja vertical ou horizontal)
faz com que a bolinha mude para uma casa de cor diferente. Em cada etapa, exatas 2
bolinhas se movem (e ambas mudam de cor). Existem trés cenarios possiveis para essas
duas bolinhas em um turno:

1. Ambas estavam no branco: movem-se para o cinza. (Bolinhas no branco variam -2).

2. Ambas estavam no cinza: movem-se para o branco. (Bolinhas no branco variam +2).

3. Uma no branco e uma no cinza: a branca vai pro cinza (-1) e a cinza vai pro branco
(+1). (A variagdo liquida ¢ 0). Como a variagdo no niimero de bolinhas nas casas
brancas serd sempre um numero par (+2, -2 ou 0), a paridade (ser par ou impar) nunca
muda. Como iniciamos o jogo com 5 bolinhas em casas brancas (um nimero impar),
essa quantidade continuara impar para sempre, nao importa o nimero de etapas.

¢) Se fosse possivel colocar as 10 bolinhas em uma Unica casa, essa casa especifica seria
Branca ou Cinza.

o Se for uma casa Branca, haveria 10 bolinhas em casas brancas (10 ¢ um niimero par).

o Se for uma casa Cinza, haveria 0 bolinhas em casas brancas (0 ¢ um niimero par). No
entanto, conforme demonstrado no item anterior, o nimero de bolinhas em casas
brancas ¢ invaridvel e sera sempre impar. Portanto, ¢ matematicamente impossivel
chegar a um cenario com 10 ou 0 bolinhas na cor branca.

A.4 Numeros especiais

— Problemas desse tipo normalmente definem um “niimero especial” (nimero legal,
famoso, interessante etc.) que deve satisfazer certas propriedades envolvendo seus
algarismos.

— As principais ideias utilizadas sdo:
o divisibilidade;
e analise de casos;
e propriedades dos algarismos;
e organizagdo logica.
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Questao 1: OBMEP 2018 — Nivel 2 — Fase 2 — Questao 2

Um namero inteiro positivo ¢ chamado interessante quando termina com um
algarismo que ¢ igual ao produto de seus demais algarismos.

Exemplos:

o 326 ¢ interessante, pois:

3x2=6
o 1020 ¢ interessante, pois:
1 x0x2=0

a) Quantos numeros interessantes de dois algarismos existem?

Resolucio:

Um ntmero de dois algarismos possui a forma:

10a+b
Para ser interessante:
a=b

pois o ultimo algarismo deve ser igual ao produto dos anteriores, ¢ ha apenas um
algarismo anterior.

Logo, os numeros sao:

11, 22, 33, 44, 55, 66, 77, 88 € 99.
Portanto, existem:

9 nimeros.

Resposta: 9

b) Quantos numeros interessantes de trés algarismos existem?
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Resolucio:

Um ntimero de trés algarismos possui a forma:
100a+ 10b +c

A condigdo da questao é:

ab=c

Como ¢ ¢ um algarismo, devemos ter:

ab<9

Agora analisamos 0s casos.

Casoa=1
b pode ser:

0,1,2,3,4,5,6,7,8,9
Total:

10 casos.

Casoa=2

2b<9

Entao

b=0,1,2,3,4
Total

5 casos

Casoa=3

3b<9

Entao:

b=0,1,2,3
Total

4 casos

Casoa=4

4b <9
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Entao:
b=0,1,2

Total:
3 casos.

Casosa=5,6,7,8,9

Em todos:
b=0oul
Total:

2 casos para cada valor de a.
Assim:
100+5+4+3+2+2+2+2+2=32

Resposta: 32

Observacao:

A principal ideia da questdo € perceber que o produto dos algarismos precisa
continuar sendo um unico algarismo, o que reduz muito os casos possiveis.

Atente-se a questdes como essa, uma vez que exercicios como esse sdo recorrentes,

em especial, na segunda fase da OBMEP!

Questiao 2: OBMEP 2023 — Nivel 2 — Fase 2 — Questao 1

Aninha possui cartdes numerados de 1 a 9. Ela forma sequéncias colocando alguns

cartdes lado a lado.

Uma sequéncia ¢ chamada especial quando, para quaisquer dois cartdes vizinhos, um

dos niameros ¢ multiplo do outro.

a) Encontre uma sequéncia especial com 7 cartdes comegando com 6 e 2.
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Resolucio:
Precisamos garantir que quaisquer dois vizinhos satisfagam:

e um ¢ multiplo do outro.
Uma sequéncia valida é:
6,2,4,8,1,3,9
Verificando:

e 6 ¢maultiplo de 2;
e 4 ¢ maltiplo de 2;
o 8¢ maultiplo de 4;
e todo nimero ¢ multiplo de 1;
o 9 ¢ multiplo de 3.

Portanto, a sequéncia ¢ valida.

b) Explique por que ¢ impossivel formar uma sequéncia especial com os 9 cartdes.

Resolucio:

Observe os nimeros 5 e 7.
O numero 5:

e 1ndo ¢ multiplo de nenhum outro nimero entre 1 e 9;
e s6 possui relacdo com o niimero 1.

O mesmo acontece com o numero 7.
Assim:

e 05 precisa ficar ao lado do 1;
e 0 7 também precisa ficar ao lado do 1.

Mas o 1 possui apenas dois lados disponiveis.
Logo, o 1 ficaria “preso” entre 5 e 7:
5-1-7
Nao sobra espago para conectar todos os outros nimeros na mesma sequéncia.
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Portanto, ¢ impossivel construir uma sequéncia especial utilizando os 9 cartdes.

Resposta: E impossivel.

Questiao 3: OBMEP 2025 — Nivel 2 — Fase 2 — Questio 4

Um ntimero ¢ chamado especial quando ¢ formado apenas pelos algarismos 0, 2 € 5.

Emiliano escreveu todos os nimeros especiais em ordem crescente, comegando em 0

e terminando em 2025.

Quantos numeros Emiliano escreveu?

Resolucio:

Precisamos contar todos os numeros formados apenas pelos algarismos:

0,2¢e5

que sejam menores ou iguais a 2025.

Nimeros com 1 algarismo:
Possibilidades: 0, 2, 5
Total: 3 numeros.

Nimeros com 2 algarismos:

O primeiro algarismo nao pode ser 0.

Primeiro algarismo:
2 opgoes:
2 ous.

Segundo algarismo:
3 opgdes:
0,2 ous5.

Total:

2 x 3 = 6 numeros.
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Numeros com 3 algarismos:
Primeiro algarismo: 2 opgoes.
Os outros dois: 3 opgoes cada.

Total: 2 x 3 x 3 = 18 numeros.

Nimeros com 4 algarismos menores ou iguais a 2025:

O primeiro algarismo deve ser 2, pois numeros come¢ando com 5 ultrapassariam
2025.

Agora analisamos os demais algarismos.
Temos: 2abc
com:a,b,c € {0,2,5}

e: 2abc <2025

Se o segundo algarismo for 0:
Temos: 20bc

Ou seja:

bc pode ser: 00, 02, 05, 20, 22, 25

pois: 2052 e 2055 ultrapassam 2025.

Total: 6 nimeros.

Se o segundo algarismo for 2:
Temos: 22bc

Todos ultrapassam 2025.

Logo: 0 casos.

Se o segundo algarismo for 5:

Também ultrapassam 2025.
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Logo: 0 casos.

Total geral:
3+6+18+6=33

Resposta: 33

Problema 1: “Numero legal”

O professor Igor passou aos seus alunos a missao de descobrir quais os nimeros

podem ser considerados legais. O aluno que acertou o exercicio passado pelo professor foi

Gabriel, visto que ja havia se preparado para questdes como essa a partir da apostila de
matematica do Time Venn. As instrugdes do professor diziam que um namero de 4

algarismos ¢ chamado legal quando:

e 0s algarismos sao distintos;

e o ultimo algarismo ¢ igual ao produto dos outros trés.

Qual foi a resposta obtida por Gabriel?

Resolucio:

Precisamos de nimeros em que:
axbxc=d

com:

e dsendo um algarismo;
e todos os algarismos distintos.

Como d ¢ um algarismo, devemos ter:
abc <9
Agora analisamos os produtos possiveis.

Produto 0:
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Um dos trés primeiros algarismos deve ser 0.

Exemplo:
1020

Mas nao podemos repetir algarismos.

Produto 1:
S6 seria possivel com:
Ix1x1

Mas ha repeticao.

Invalido.

Produto 2:
S6 seria possivel com:
I x1x2

Ha repetigao.

Invalido.

Produto 6:
Temos:

I x2x3=6

Os trés primeiros algarismos podem ser organizados de:

3! = 6 formas.

Logo: 6 numeros.

Produto 8:
Temos:

I x2x4=8
Novamente:
31=6

formas.
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Logo: 6 nimeros.

Total:
6+6=12

Resposta: 12

Problema 2: “Numero escalonado”

Ana Margarida, uma garota muito esperta, no processo de preparacao para a OBMEP,
imaginou-se como criadora das questoes da prova. A questdo que elaborou enquanto pensava

foi a seguinte:
Um ntmero de 5 algarismos ¢ chamado escalonado quando:

o cada algarismo ¢ multiplo do anterior;
e todos os algarismos sdo distintos;
o nenhum algarismo ¢ zero.

Existe algum numero escalonado?

Resolucio:
Precisamos de:
alb|c|d]e

com todos distintos entre 1 ¢ 9.
A maior cadeia possivel é:
l1—>2—>4—->38
Depois disso:

o 8 ndo possui multiplos distintos entre 1 e 9.

Assim, nao conseguimos formar uma cadeia com 5 algarismos distintos.

Resposta: Nao existe nenhum niimero escalonado.

Problema 3: “O numero secreto”

Bernardo pensou em um numero de 5 algarismos.
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Emanuel percebeu que:

o todos os algarismos eram diferentes;
o o0s algarismos estavam em ordem crescente.

Leo descobriu ainda que:

o asoma dos algarismos era 19.

Quantos numeros poderiam ser o numero secreto de Bernardo?

Resolucio:

Como os algarismos estdo em ordem crescente, cada conjunto de 5 algarismos

distintos gera exatamente um numero.

Precisamos encontrar conjuntos de 5 algarismos distintos cuja soma seja 19.

Passo 1: Comecando com 0

Se o menor algarismo ¢ 0, precisamos: a+b+c+d=19
com:0<a<b<c<d

Possibilidades:
0,1,2,7,9
0,1,2,8,8 X

0,1,3,6,9
0,1,3,7,8
0,1,4,5,9
0,1,4,6,8
0,1,5,6,7
0,2,3,5,9
0,2,3,6,8
0,2,3,7,7
0,2,4,5,8
0,2,4,6,7
0,3,4,5,7

Total:
11 conjuntos validos.

Passo 2: Comecando com 1
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Tem-se: 1 +a+b+c+d=19
Logo:a+b+c+d=18
com: 1 <a<b<c<d

Possibilidades:
1,2,3,4,9

1,2,3,5,8

1,2,3,6,7

1,2,4,5,7

1,3,4,5,6
Total:

5 conjuntos.

Passo 3: Comecando com 2
O menor conjunto possivel seria: 2, 3,4, 5, 6
A soma ¢: 20 (o que ja ultrapassa 19).

Logo, ndo existem outros casos.

Total final: 11 +5=16

29

TIME
VENN

timevenn.com.br



Resposta: Existem 16 possiveis numeros secretos.

B. Algebra

B.1 Operagoes Basicas e Fragdes

O que sao fracoes?
Antes de comegarmos a fazer contas e definir diversas operagdes, vamos responder
uma pergunta fundamental: o que sao fracoes?

Pense na seguinte situagdo: vocé vai realizar uma comemoragdo com seus amigos
apos um oOtimo resultado na OBMEP. No total sdo 5 pessoas e vocés, em conjunto, decidem
pedir uma pizza. Como sera feita a divisao de 1 pizza para 5 pessoas? Nao ¢ possivel 1
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pessoa sO conseguir todos os pedacos e, obviamente, ndo ¢ viavel ninguém pegar fatia
alguma. Para realizar uma divisdo satisfatéria, podemos separar a pizza em cinco partes
iguais e distribuir cada norte nara ima nacena

=g

. . 1 N .
Matematicamente, dizemos que cada um recebeu — (1€-se “um quinto” ou “um sobre

cinco”) da pizza. Nesse novo formato de numero que iremos estudar, o termo de cima se
chama numerador e o termo embaixo se chama denominador.

O denominador indica em quantas partes iguais o inteiro foi dividido. O numerador
indica quantas dessas partes foram consideradas.

Fracoes sao divisoes?
No exemplo anterior, dividimos uma pizza em cinco partes iguais. Cada pessoa

. , 1 .
recebeu uma dessas partes, isto ¢, recebeu — da pizza.
~ 1 . . - .
Observe que a fragdo — também pode ser interpretada como uma diviséo. Assim:
1 .
—=1=+5
De modo geral, a barra de uma fragdo representa uma divisao do tipo:
a .
= a-=+>»b
onde b # 0.

A condi¢cdo b# 0 ¢ necessaria porque nao existe divisdo por zero. Por exemplo, na
equagao

x corresponderia a divisdo 1 + 0. Para que essa divisdo tivesse um resultado, deveria
existir um nimero x que, multiplicado por 0, fosse igual a 1. Entretanto, qualquer nimero

multiplicado por 0 ¢ igual a 0. Portanto, L nido possui um valor definido.

Assim, toda fracio possui um denominador diferente de zero.
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Exemplo: André Aredes ¢ um rapaz que gosta muito de comer chocolates. Sua mae
comprou uma barra de chocolate para ele degustar apos o almogo. Se ele comeu % da barra,
quantas partes sobraram?

Resoluc¢ao: Note que André Aredes dividiu a barra em oito partes iguais e comeu 3 pedacgos.
Assim, a fracdo que restou do chocolate ¢ igual a:

3 - 5
e 8 —
3 3
1 ! t
N
N —

De fato, dos oito pedacos, cinco ndo foram comidos;

Frac6es menores, iguais ou maiores que um inteiro

Fracao propria

Fragao propria ¢ aquela em que o numerador (numero na parte de cima) € menor que o
denominador (numero na parte debaixo). Nesses casos a fragdo representa um valor menor
que um inteiro, ou seja, maior que zero € menor que um.

Por exemplo:

Fracao aparente

Fracdo aparente ¢ aquela em que o numerador (nimero na parte de cima) ¢ multiplo
do denominador (nimero na parte debaixo). Também, podemos pensar que o resultado do
numerador pelo denominador representa um nimero inteiro.

Por exemplo:
6 10 16
3 7 2 2 5 4 4
Fracao impropria
Fragao imprépria € aquela em que o numerador (nimero na parte de cima) ¢ maior
que o denominador (nimero na parte debaixo). Por isso, a fracdo ird representar uma
quantidade maior que 1.

Por exemplo:

NN

4 3
_4+4

7 _ 3 _ 13
T=1t,=14
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~ 13, . .
A expressdo 1-- ¢ chamado de nimero misto.

Fracio equivalente
Pense na seguinte situagdo: temos um bolo e queremos dividi-lo em duas partes iguais

ox 1 . . g
e pegar uma das metades. Nessa ocasido, teremos - do bolo. Agora, imagine que dividimos

cada metade em outras duas partes iguais e queremos pegar a mesma quantidade que
pegamos inicialmente. Assim, teremos quatro partes iguais e, para pegar metade, precisamos

~ 2
pegar duas dessas porgdes, resultando em —- do bolo.
Com base no exemplo acima, perceba que as duas fragdes sdo equivalentes, ou seja,

sdo duas fracdes que sdo formadas por numeradores e denominadores diferentes, mas que
representam a mesma quantidade.

Como simplificar fracées?

< . < 1 . \
Retomando o exemplo da se¢do anterior, perceba que a fragdo —- ¢ equivalente a

~ 2 . , . .
fragdo —- escrita com numeros menores. No caso, para mostrar isso, podemos realizar a
seguinte operagao:

Assim, ao dividirmos o numerador ¢ o denominador da fragdo por 2, conseguimos

achar a forma simplificada de %.

Quando o numerador e o denominador nao possuem divisores comuns maiores que 1,
dizemos que a fragdo ¢ irredutivel. Portanto, como o maximo divisor comumde 1 ¢ 2 € o

T : a1, .
proprio numero 1, dizemos que a fragdo —- ¢ irredutivel.

Outros exemplos:
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Adicao de fracoes

Para estudar como a adi¢ao de fracdes funciona, iremos dividir em dois casos: fragdes
com denominadores iguais e fracdes com denominadores diferentes.

Denominadores iguais
Considere o caso abaixo:

Lembre-se que, sempre que possivel, simplificar a fragdo ¢ uma etapa fundamental.
Na operagdo acima, somamos os numeradores e conservamos o denominador. O
denominador ndo ¢ somado, pois ele representa o “tamanho” das partes, como o “tamanho”
nao mudou, ele permanece igual. De modo geral, temos:

a b a+b
— + —
c c c
Denominadores diferentes
Atente-se ao exemplo abaixo:
1 1
2 + 3

Nao podemos somar as duas fragdes diretamente, pois meios e ter¢os representam
“tamanhos diferentes”. O truque nesse caso ¢ igualar os dois denominadores, por meio de um
menor multiplo comum (MMC) a fim de transformar as partes em partes de mesmo tamanho.

Como o MMC de 2 e 3 ¢ o numero 6, podemos, primeiramente, realizar a seguinte
operacao:

1 _ 1x3 _ 3
2 7 2x3 6
(]
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Agora, podemos somar os dois termos:
1 1 3 2 5
2 T3 T T 6T %

Um fato importante: em uma fracdo, toda operacao feita no numerador deve também
ser feita no denominador, e vice-versa. Para obter uma fragdo equivalente, devemos
multiplicar o numerador e o denominador pelo mesmo ntimero diferente de zero.

O leitor deve-se atentar para ndo cometer um erro comum, pois a soma

¢ uma operacdo incorreta. Lembre-se que, antes de somarmos duas fragdes, devemos
realizar o MMC entre os denominadores.

Subtracao de fracoes

A subtracdo de fragdes segue um raciocinio semelhante a adicdo de fragdes. Por isso,
se os denominadores sdo iguais:

Se os denominadores sdo diferentes, devemos encontrar fracdes equivalentes com o
mesmo denominador e, a partir disso, realizar a subtracdo dessas fragdes. Por exemplo:

zZ _ 1
5 2

Como o MMC de 5 e 2 é o numero 10, temos que:

7o 7x2 _ 14
5  5x2 10
c
1 _ x5 _ 5
2 2%5 10
35
TIME
VENN

timevenn.com.br



Portanto, a subtragdo em questdo ¢ igual a:

14 5 9

7 1 _ _ _
5 2 10 10 ~ 10

Exemplo: Melissa ¢ Antonia sdo duas amigas que gostam muito de beber suco de

. ~ . 1 ,

uva. Em um certo dia, pela manha, Melissa bebeu —- do contetdo da garrafa de suco que
. . . . A e 1 , e

havia comprado no dia anterior. Mais tarde, Antonia bebeu —- do contetdo inicial.

e Que fragdo do suco foi bebida?
e Qual fracdo do suco restou na garrafa?

Resolucao: Temos que

1 1 _ 3 4 _ 7
TP Tt T

Portanto, foi bebida a fragao 1—72

, 12
Como o contetido total corresponde a —>-, restou

12 7 5

12 12~ 12

Assim, permaneceram na garrafa

do contetudo inicial.

Multiplicaciao de fracoes

A multiplicagdo de fragdes pode ser entendida como o calculo de uma parte com
uma parte, ou seja, numerador com numerador e denominador com denominador.

Para clarear essa ideia, considere, por exemplo, a seguinte expressao:
2 4
3 X 5

Podemos interpreta-la por meio da seguinte pergunta:

~ 2 4
—> Quanto sdo <~ de —7?

Para calcular, multiplicamos os numeradores e denominadores entre si:
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De modo geral:

onde b= 0e d+ 0.

Exemplo: Quanto sao % de 20?

Resolug¢ao: Podemos escrever 20 na forma de fragdo

4 20 4%20 80
?X1_5x1_5_16

O leitor pode ter percebido que, inicialmente, poderiamos ter simplificado o numero 5

no denominador da primeira fragdo com o niumero 20 no numerador da segunda fragdo. De
fato:

4 20 4 20 4 4
TX T =T X5 =7x7=16

Quando possivel, simplificacdes iniciais antes das multiplicagdes podem ser
poderosas ferramentas para facilitar os célculos em questdes com grandes niimeros.

Inverso multiplicativo

O inverso multiplicativo (ou reciproco) de um nimero ¢ o valor que, quando
multiplicado por esse ntimero, resulta na unidade, ou seja, no namero 1. Por exemplo, o

. T . , 1 .
inverso multiplicativo de 2 € —-, pois:

. D 5 Lo 3
Qual o inverso multiplicativo de =-? Ora, nesse caso ¢ 0 nimero

~> uma vez que:

5 3 5 3 1 1
3><5_5X3_1><1_1

Assim, para encontrar o inverso multiplicativo de uma fracdo, basta trocar a posi¢ao
do numerador pela posi¢ao do denominador.
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. a , . b
O inverso de - ¢ca fracao o

Desde que a# 0 e b+ 0.

O numero 0 possui inverso multiplicativo?
Perceba, caro leitor, que para que um niimero seja inverso de 0, deveria ocorrer:
O0xx=1

No entanto, todo nimero multiplicado por 0 ¢ igual a 0. Portanto, ¢ impossivel obter
1, e concluimos que o niimero zero ndo possui inverso multiplicativo.

Divisao de fracoes

Como vimos anteriormente, o inverso multiplicativo de um nimero ¢ aquele valor
que, multiplicado pelo nimero original, o resultado ¢ igual a 1. Essa ideia ¢ a base para
realizarmos a divisao entre fragoes.

Veremos que a divisdo de fragdes ¢, na verdade, uma multiplicagdo pelo inverso
multiplicativo de um ntimero.

Dividindo fracoes
Considere o exemplo abaixo:

N|w\§

6
A divisdo acima pode ser interpretada por meio da seguinte pergunta:

2 4
=> Quantas vezes partes de - cabem em —-

Para realizarmos essa divisdo, mantemos a primeira fracdo e multiplicamos ela pelo

. e . 2 , 6
inverso multiplicativo da segunda. Como o inverso de — ¢ —-, temos:

De modo geral:

onde b# 0, d+# 0 e c+ 0.
Sempre que possivel, a simplificagdo das fragdes antes da divisdo pode ser feita para
facilitar os calculos.
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A condicdo ¢ # 0 ¢é necessaria, pois ndo podemos realizar uma divisao por 0.

Por que multiplicamos pelo inverso?

Vamos observar a expressao:

4 . <C
b~ d

Podemos representa-la por uma fragao:

o|s

Ao

Para transformar o denominador deste termo em 1, devemos multiplicar o

denominador e o numerador dessa expressao por " Assim:

a a_d
b e
c c d
d dxc

Como a multiplicagdo de uma fragdo nao nula pelo seu inverso multiplicativo ¢ igual a
1. Obtemos, portanto:

a4
— b ¢ a d
= = X

1

@|a

Cc

smln

Portanto, dividir por uma fracdo ¢ equivalente a multiplicar pelo inverso
multiplicativo dessa fracao.

Exercicios de fixaciao

DE+2=? Dr+=>=? P> +-=2 Hi+—-=? 5Hoet>=2
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6 2 _ S o1 _ 7 _3 _ 15 -2 10
6)7 7 ? 7)6 3 ? 8)8 4 ? 9)12 18_7 9) 7 )
BT
2 3 _ 27— S 9 o 14 15
)= x==? 12)=X—-=? 13)=X— =7 3) . 7) o
—_— X —= —_— X = =7
11 9 12 35
2 4 3 1 5 10 7 14 9 3
16)?+?=? 17)T+7=? 18)?+T=? 19)?+T=? 20)1—0+?=?

Exercicios propostos

(OBMEP 2° fase 2025 - Nivel 1) Uma academia possui varios equipamentos de
ginastica para seus atletas. Uma pesquisa feita nessa academia mostrou que somente 8 em
cada 14 atletas utilizam a bicicleta (8/14 do total de atletas). A pesquisa mostrou também que
somente 20 em cada 42 atletas utilizam a esteira (20/42 do total de atletas).

O—s'

a) Qual ¢ a fragdo do total de atletas dessa academia que ndo utiliza a bicicleta? E a fragao
do total de atletas que ndo utiliza a esteira?

b) Explique por que nessa academia ha atletas que utilizam bicicleta e também esteira.
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¢) A pesquisa mostrou que todos os atletas que utilizam a esteira também utilizam a
bicicleta. Ela mostrou ainda que somente 10 atletas utilizam a bicicleta, mas ndo a esteira.
Quantos atletas nao utilizam a bicicleta?

(OBMEP 2° fase 2022 - Nivel 1) Alice, Beatriz e
Cldudia moram em uma rua de 200 metros de
comprimento. Alice mora no inicio da rua, Beatriz
a 80 metros de Alice e Claudia no final da rua.
Elas se encontram de vez em quando, sempre
partindo de suas casas.

a) Qual ¢ a soma das distancias que Alice e Beatriz percorrem quando elas se retinem na
casa de Claudia?

b) Se Alice, Beatriz e Claudia se encontrarem na rua a 150 metros do seu inicio, qual sera
a soma das distancias que elas percorrerao?

¢) As trés amigas decidem se encontrar em algum ponto da rua tal que a soma das
distancias percorridas por elas seja a menor possivel. A quantos metros do inicio da rua
elas devem se encontrar?

(OBMEP 2° fase 2021 - Nivel 1) Jodozinho fez todas as divisdes possiveis com dois
numeros diferentes pertencentes ao conjunto {1,2,3,4,5,6,7,8,9}. Por exemplo, com os

numeros 2 e 5, ele fez as seguintes divisoes: % (obteve como resultado 0,4) e % (obteve

como resultado 2,5).
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a) Em quantas divisdes Jodozinho obteve como resultado um nimero inteiro?

b) Em quantas divisdes Jodozinho obteve como resultado um niimero maior do que 0,5?

¢) Quantos resultados diferentes foram obtidos por Jodozinho?

(OBMEP 1° fase 2023 - Nivel 1) Os
segmentos horizontais dividem o retingulo da
figura em quatro faixas de mesma largura. A area
da regido amarela corresponde a qual fracdo da
area do retangulo?

a) 1/3
b) 5/12
¢) 1/2
d) 7/12
e) 2/3
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B.2 Utilizando incognitas

Utilizar incognitas ¢ uma das ferramentas mais importantes para resolver problemas
de matematica, especialmente em olimpiadas como a OBMEP. A ideia ¢ transformar um
texto em uma equacao.

O que é uma incégnita?
Uma incognita ¢ uma letra qualquer (geralmente x, y, n, etc.) que representa um
nimero desconhecido.

Por exemplo:

e "Pensei em um numero e somei-o a 8, obtendo 20." Se o niimero € X, entdo:
x+8=20

x =20-8
x=12

o Como transformar um problema em equac¢io?
O primeiro passo é escolher uma incognita. Pergunte:
O que eu nao sei?

Esse valor se transformara em uma letra.
Exemplo:
"A idade de Ana ¢ desconhecida."
Defina:

x=idade de Ana
O segundo passo é escrever as informacdes usando a letra. Exemplo:

"Bruno tem 5 anos a mais que Ana."
Entao:

Idade de Bruno=x + 5
Agora, vamos montar a equacio. Se o problema diz:

"A soma das idades ¢ 31."

Entao:
x +(x +5)=31
Agora basta resolver.
x+x+5=3l1
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2x +5=31
2x =26
x=13
Ana possui 13 anos.

Exercicios de fixacao:

a) Um niimero
aumentado de 8 ¢ igual ao
dobro desse nimero menos
5. Qual é o niimero?

d) O dobro de um
numero, somado a 3, ¢ igual
a 19. Qual é o nimero?

g) A 1dade de Carlos ¢
4 anos maior que a de Pedro.
A soma das idades dos dois
¢ 28 anos. Qual é a idade de
Pedro?

1) A soma de trés
numeros consecutivos ¢ 72.
Qual é o menor deles?

b) A soma de um
nimero com seu triplo € 44.
Qual ¢ esse nimero?

e) O triplo de um
nimero menos 2 ¢ igual a
19. Qual é o nimero?

h) Um numero, somado
a sua metade, € igual a 36.
Qual ¢ esse nimero?

k) A soma de quatro
nimeros consecutivos ¢ 58.
Qual é o menor deles?
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C) A diferencga entre o
dobro de um numero € o
proprio niamero ¢ 17. Qual ¢
esse numero?

f) A metade de um
numero ¢ 14. Qual ¢ esse
numero?

1) Em uma caixa ha
bolas azuis e vermelhas.
Existem 4 bolas vermelhas a
mais que azuis. Ao todo sdo
22 bolas. Quantas bolas
azuis ha?

1) Em uma fazenda ha
galinhas e patos. Ha 12
patos a mais que galinhas.
Ao todo sdo 48 animais.
Quantas galinhas ha?
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m) A idade de um pai ¢
o triplo da idade de seu
filho. Juntos eles tém 52
anos. Qual ¢ a idade do
filho?

P) Em uma biblioteca, o
numero de livros de Historia
¢ o triplo do nimero de
livros de Geografia. Juntos
sd0 96 livros. Quantos livros
de Geografia existem?

Gabarito:
a) 13
d)8
g) 12
j) 23
m) 13
p) 24

n) Em uma competicao,
Antonia fez 15 pontos a
mais que Melissa. Juntas
fizeram 79 pontos. Quantos
pontos Melissa fez?

q) Um numero somado
ao seu dobro e ao seu triplo
resulta em 90. Qual ¢ esse
numero?

b) 11
e)7

h) 24
k) 11
n) 32
q) 15

0) Uma corda foi
dividida em duas partes. A
maior mede o dobro da
menor mais 2 metros.
Sabendo que a corda inteira
mede 35 metros, quanto
mede a menor parte?

r) Uma pessoa gastou
metade do dinheiro que
tinha e depois mais R$ 20.
Restaram R$ 40. Quanto ela
possuia inicialmente?

c) 17
f) 28
i)9
)18
0) 11
r) 120

Resolucio guiada (use de inspiragao para resolver as questoes de A a R)

a)

1. Definir a incognita e montar a equacio

Seja X o numero desconhecido.

O enunciado diz: “Um nimero aumentado a 8”, logo, X + 8§;

O dobro desse numero, entdo, € 2X. O dobro menos 5 é 2X - 5.

X+8=2X-5
2. Resolver a equacio
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Isole X.

Sempre, ao passar um membro da equacdo para o outro lado da igualdade, ¢é
necessario inverter o sinal (mais “vira” menos, menos “vira” mais, multiplicagdo “vira”
divisdo e divisdo “vira” multiplica¢do.)

8+5=2X-X
X=13
b)

1. Definir a incognita e montar a equacgao
Seja X o numero desconhecido.
O enunciado diz: "A soma de um niimero com seu triplo", logo, X + 3X
X+3X=44
2. Resolver a equacio

Some os termos semelhantes:
4X =44
Agora, transforme a multiplicagdo em divisdo, mudando o nimero de lado na

igualdade.
X=44+4
X=11

¢)

1. Definir a incégnita e montar a equacao
Seja X o numero desconhecido.
O enunciado diz: "O dobro de um nimero", logo, 2X;

"menos o proprio numero", entdo, -X
2X-X=17
2. Resolver a equacao

Subtraia os termos semelhantes:
X=17

d)

1. Definir a incégnita e montar a equacio
Seja X o numero desconhecido.
O enunciado diz: "O dobro de um numero", logo, 2X;
"somado a 3", entdo, 2X + 3.

2X+3=19
2. Resolver a equacio

Passe o 3 para o outro lado da igualdade, invertendo o sinal
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2X=19-3
2X =16
Agora, transforme a multiplicagdo em divisdo, mudando o nimero de lado na
igualdade.
X =162
X=8

Questoes estilo olimpicas:

1) Um professor escreve numeros do lado externo de um tabuleiro 3x3, sendo um
numero para cada linha e um niimero para cada coluna. Ele pede que os alunos
preencham cada quadradinho do tabuleiro com a soma do valor de sua linha com o de
sua coluna. A figura abaixo mostra um exemplo.

8 14 6
9 117123 |15
4 (121810

111192517

\9 11+8=19

a) Preencha o tabuleiro abaixo como o professor pediu.

6 12 20

14

18

b) Um aluno preencheu cinco quadradinhos do tabuleiro e apagou os nimeros
externos, como indicado abaixo. Termine de preencher esse tabuleiro.
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15 6

22 | 28

¢) Se o tabuleiro abaixo for totalmente preenchido, a soma de todos os nove
numeros sera 180. Qual ¢ o nimero que devera aparecer no quadradinho

marrom?

21

26

2) Na lendaria Biblioteca de Alexandria, os livros foram organizados em uma grande estante
com 4 prateleiras e 25 nichos por prateleira, numerados sequencialmente de 1 a 100, da

seguinte maneira:

e 1*prateleira (Topo): Numeros de 1 a 25 (da esquerda para a direita).

e 2%prateleira: Numeros de 26 a 50 (da esquerda para a direita).

o 3% prateleira: Numeros de 51 a 75 (da esquerda para a direita).

o 4% prateleira (Base): Numeros de 76 a 100 (da esquerda para a direita).
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Um terremoto derrubou o gesso da parede e revelou apenas pequenas janelas da
estante.

a) Em uma das partes visiveis da estante, um bibliotecério encontrou o livro de numero
19. Na mesma janela, duas colunas a esquerda e duas linhas abaixo, estd o livro de
posi¢ao X.

19

Qual ¢ o valor de X?

b) Em outro trecho da estante, a poeira cobriu a maioria dos numeros, deixando visiveis
apenas trés posicoes representadas pelas variaveis A, Be C
e A estdna 1? prateleira numa determinada coluna;
o B estana 2? prateleira, 1 coluna a direita de A;
o C estd na 4° prateleira, 3 colunas a esquerda de A.
Sabendo que os numeros das posicdes A, B e C possuem um divisor comum d>1 (um
mesmo numero que divide todos eles exatamente):

Qual € o tnico valor possivel para esse divisor d?

¢) Com base nas informagdes do item b):

Quais sao os possiveis valores para a posicao A?
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3) Pedro gosta de criar nimeros de 3 algarismos da forma ABA, chamados palindromos de
trés digitos (como 121, 353 ou 707), em que o primeiro e o ultimo algarismo sdo iguais. Para
o0 seu jogo, ela escolhe dois algarismos nao nulos e diferentes entre si, A e B (A diferente de
B) e monta a seguinte soma trocando as posi¢des dos algarismos:

Soma = ABA + BAB
(Por exemplo, escolhendo A =2 e B =5, a soma sera 252 + 525 =777.)

a) Determine um exemplo de par de nimeros ABA e BAB cuja soma resulte em um
numero de 4 algarismos tal que a soma de todos os seus digitos seja igual a 18.

b) Quantas somas diferentes do tipo ABA + BAB resultam em um numero cujo ultimo
algarismo € 7?

c) Explique por que ¢ impossivel que a soma ABA + BAB resulte em um numero de 4
algarismos em que todos os seus digitos sejam pares.

4) No tabuleiro abaixo, cada letra da palavra CAMISA representa um numero inteiro de 1 a
10. Letras diferentes representam nimeros diferentes. Além disso, cada nimero escrito na
lateral do tabuleiro ¢ a soma dos valores das letras da linha horizontal correspondente.

] It
21|C |A | S| 1
16 | m M| M
20M |1 |1 | M
15 \I SIS Sj

a) Encontre o valor da letra M.

b) Encontre o valor da letra I.

c) Encontre o valor da letra S.

d) Quais os possiveis valores que A e C podem assumir?

5) Antonia preenche quadriculados 3 x 3 com os nameros 1, 2, 3,4, 5,6, 7, 8 € 9, sem repetir
nenhum deles.

a) Antonia preencheu um quadriculado de forma que os quatro nlimeros escritos no
quadrado 2 x 2 destacado tém a menor soma possivel. Qual ¢ a soma dos cinco
nameros escritos fora deste quadrado?
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b) Em um novo quadriculado, a soma das quatro areas 2x2 resulta em 92. Se a soma dos
quatro niimeros nos cantos do tabuleiro 3x3 ¢ 14, qual ¢ o numero na casa central?

¢) Se Antonia colocar o nimero 5 na casa central e garantir que a soma dos quatro
cantos seja 10, qual sera a soma total combinada dos quatro quadrados 2x2?

d) Antonia conseguiu preencher outro quadriculado de modo que a soma dos nimeros
escritos em um dos quadrados 2 x 2 destacados € 21 e, no outro, 26. As duas figuras
abaixo sdo representagdes desse mesmo quadriculado. Qual € o menor nimero que
Antonia pode ter escrito na casa central do quadriculado?

Soma 2;1 Soma 26
Gabarito:
Linha 1: 14, 20, 28
Linha 2: 20, 26, 34
Linha 3: 24, 30, 38
9 15
6 [15] 21

16 |25 (31| 16
13 (22|28 |26
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a) Em qualquer tabuleiro desse tipo, a soma dos 9 nimeros ¢ 3 x (soma das linhas +
soma das colunas) = 9 x (elemento central)

Se a soma total é 180, o elemento central vale 180 /9 = 20.

Como a célula do meio dada ¢ 21, ajustamos as relagdes entre os cantos: o nimero do
quadradinho cinza ser4 15.

2)

a) O livro 19 esta na 1? linha. Avancar 2 colunas para a direita soma 2. Descer 2 linhas
adiciona 2 x 25 = 50 ao valor.

No entanto, no esquema apresentado: o nimero 19 estd na coluna 1 do pedaco, ¢ X
estd 2 colunas a direita e 2 linhas abaixo. X =19+ 2 + 50

X=171
b) Vamos expressar os valores em fun¢do do niimero da coluna k, em que A se encontra.

A =k (ja que esta na 1? linha);
B=25+(k+ 1)=k+ 26 (estd na 2? linha, coluna k+1);

C=75+ (k-3)=k+ 72 (estd na 4* linha, coluna k-3).

Como d divide A, B e C, ele também deve dividir as diferencgas entre eles:
I. B-A)=(k+26)-k=26
2. (C-A)=(k+72)-k=172

O divisor d precisa dividir simultaneamente 26 e 72.

Divisores de 26: {1, 2, 13, 26}
Divisores de 72: {1, 2, 3,4,6,8,9, 12, 18, 24, 36, 72}

O unico valor possivel para d € 2.

¢) Para que d =2 divida A, B e C, todos esses numeros devem ser pares: A =k ¢ par.
Como C =k + 72 precisa existir na 4* linha na coluna k — 3, precisamos que
k=-3>1=k>4.
Além disso, como B =k + 26 precisa estar na coluna k + 1, temos que
k+1<25=k<24.
Portanto, A deve ser um numero par entre 4 ¢ 24:

A € {4,6,8,10,12,14,16,18,20,22,24}

3)
a) Para que o resultado tenha 4 algarismos, precisamos que A + B > 10.

Testando os valores de 111 x (A + B):
Se A+B=15:Soma=111 x 15=1665.

Soma dos digitos de 1665: 1+6+6+5=18.
Exemplo de resposta: A=7 e B=8=787+878=1665 (outras combinagdes nas quais
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A + B =15, como 969 + 696, também sao validas).

b) Para terminar em 7, a soma A + B deve ser 7 ou 17.

ParaA+B=7:
Pares (A, B): (1,6), (2,5), (3,4), (4,3), (5,2), (6,1) — 6 combinagdes possiveis
ParaA+B=17:

Pares (A, B): (8,9), (9,8) — 2 combinacdes possiveis
Total: 6 + 2 = 8 somas possiveis.

c) Para que a soma tenha 4 algarismos, o resultado de A + B deve ser no minimo 10.
Como o valor méximo para a soma de dois algarismos ¢ 9 + 8 = 17, temos que:
10<A+B<17
Multiplicando essa desigualdade por 111:

1110 < Soma < 1887

Como o resultado estd estritamente entre 1110 e 1887, o algarismo do milhar ¢
obrigatoriamente 1. Como o nimero 1 ¢ um algarismo impar, ¢ impossivel que todos os
algarismos da resposta sejam pares.

4)

a) M=4
b) I1=6
c) S=3
d) 10,2

)

a) 35.
b) 8.
c) 90.
d) 5.

B.3 Principio Multiplicativo

Introducao

O estudo da andlise combinatoria envolve diversas técnicas interessantes para a
resolucdo de problemas de contagem e a organizacdo de conjuntos. De fato, a primeira
opera¢ao matematica aprendida por uma crianga é o simples ato de contar objetos diversos.

Durante esse capitulo, veremos, de maneira introdutoria, o Principio Multiplicativo,
que apresenta-se como a ferramenta basica que usamos para resolver problemas de contagem.
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Principio Multiplicativo

Em diversas situagdes, desejamos descobrir quantas escolhas, dentre muitas
possibilidades, podem ser feitas. No entanto, para casos em que existem muitas opgoes,
enumerar todas combinagdes possiveis torna-se trabalhoso sem um artificio que simplifique
os calculos. Em algumas situacdes, podemos, ainda, esquecer alguns casos e o problema se
torna trabalhoso. Busquemos, entdo, diversas maneiras de simplificar problemas de
contagem.

Considere a seguinte situagao:
=> Pedro Giordani possui 3 calgas de alfaiataria e 2 camisas de botdo. Ele deseja escolher
uma combinacdo para ir & uma premiacdo. De quantas maneiras diferentes ele pode
escolher uma calga ¢ uma camisa?

Resolucdo: Vamos chamar as camisas de C L © C ,eas calgas de A1’ A2 e A3.

As possibilidades sao:
(C1’ A1) (Cl’ Az) (C1' Ag)
(C,A4) (C,A) (C,A)
Portanto, Pedro pode formar 6 combinagdes diferentes.

Perceba, caro leitor, que Pedro Giordani ndo precisaria listar todas as possibilidades
uma por uma. Para cada uma das 2 camisas de botdo, ele pode usar qualquer uma das 3 calcas
de alfaiataria. Assim:

2 X 3 = 6 maneiras
Esse raciocinio ¢ chamado de Principio Multiplicativo. De modo geral, enunciamos
ele da seguinte maneira:

“Se pudermos tomar uma decisdo A de x maneiras e, apds tomada a decisdo A,
podermos tomar a decisdo B de y maneiras, entdo o nimero de maneiras de se tomarem as
decisdes A e B ¢é xy.”

No caso acima, para organizar as camisas devemos tomar as decisoes:

e Decisdo A: escolha da camisa de botdo;
o Decisao B: escolha da calga de alfaiataria:

Como a decisdo A pode ser tomada de 2 maneiras e a decisdo B, posteriormente, pode
ser tomada de 3 maneiras, temos que o numero total de maneiras de combinar as roupas ¢
3 X 4 =12

Se tivermos trés ou mais escolhas sucessivas em um problema, podemos resolvé-lo de
maneira parecida com o exemplo inicial. Por exemplo:

=> O restaurante Time Venn em um certo dia da semana oferece 3 opcdes de pratos
principais, 4 op¢des de bebidas e 2 opgdes de sobremesa. De quantas maneiras um
cliente pode escolher um prato principal, uma bebida e uma sobremesa?
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Resolugao: O cliente pode organizar sua escolha em trés etapas:

e Decisdo 1: escolha do prato principal;
e Decisdo 2: escolha da bebida;
o Decisao 3: escolha da sobremesa:

Como a decisdo 1 pode ser tomada de 3 maneiras, a decisdo 2 de 4 maneiras € a
decisdo 3 de 2 maneiras, o nimero de possibilidades de escolha desse cliente sera de:

3 X 4 X 2 = 24 maneiras

Aplicacoes do Principio Multiplicativo

A seguir, sera apresentado algumas estratégias para resolver certos tipos de exercicios.

P1. (Morgado) Quantos niimeros naturais de trés algarismos distintos (na base
10) existem?

Para resolver esse problema, podemos analisar quais algarismos podem estar,
respectivamente, na casa das centenas, na casa das dezenas e, por ultimo, na casa das
unidades.

O primeiro algarismo pode ser escolhido de 9 maneiras (perceba que ndo podemos
escolher o numero zero), o segundo de 9 maneiras (aqui, ndo podemos utilizar o algarismo
usado anteriormente, mas o zero poderd ser escolhido) e o terceiro de 8 maneiras (ndo
podemos usar os dois algarismos j& empregados nas casas anteriores). Portanto, existem
9 X 9 X 8 = 648 niimeros naturais de trés algarismos distintos

O mesmo resultado poderia ser alcancado se comegarmos a contar a partir das
unidades? Verifique!

P2. Quantas combinacdes diferentes de palavras podem ser formadas com o
nome GOMIDE?

A palavra “gomide” possui 6 letras diferentes, sendo elas: G, O, M, I, D ¢ E. Por isso,
temos 6 opgOes para a primeira posi¢do, 5 opgdes para a segunda opc¢ao (ndo podemos repetir
a primeira letra ja usada), 4 opgdes para a terceira op¢ao, 3 opgdes para a quarta posi¢do, 2
opgdes para a quinta op¢ao e, por fim, apenas 1 opcao para a sexta posicao. No total, teremos
6 X 5% 4 x3x2x 1= 720 ordenagdes diferentes.

Mais precisamente, nesse caso, a multiplicacao pode ser escrita da forma:
6!l=6X5%x4x%x3x2x1
6!= 720
Na expressdo acima, a notagdo ! ¢ chamada fatorial e as ordenagdes desse tipo sdo
chamadas anagramas ou permutacdes, em que a ordem dos elementos ¢ importante.

O fatorial de um numero natural ¢ o produto desse niumero por todos os naturais
positivos menores que ele.
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n=nxXxm-1)Xn-2) x-x3x2x1

(Morgado) Quantos sdo os nimeros naturais pares que se escrevem (na base 10)
com trés algarismos distintos?

Nesse exercicio, perceba que o enunciador impds uma regra que teremos que seguir
na hora de preencher as posigdes dos algarismos: o ultimo nimero tera de ser um numero par.

Perceba que temos 5 opgdes para o ultimo algarismo (0, 2, 4, 6 ou 8). No entanto,
existem dois casos para a escolha do primeiro algarismo a depender do niimero posicionado
no ultimo algarismo.

e Se o numero 0 for escolhido primeiro, teremos, entao, 9 modos de escolher o primeiro
algarismo (nao podemos usar o primeiro nimero ja empregado);

e Se o numero 0 nao for escolhido, teremos, entdo, 8 modos de escolher o primeiro
algarismo (nao podemos usar o algarismo ja empregado na ultima casa nem o nimero
Zero).

Assim, podemos separar esse problema em dois casos distintos e resolvé-los
separadamente.

No primeiro caso, se terminarmos em zero temos | maneira de escolher o ultimo
nimero, 9 maneiras para escolher o primeiro nimero e 8 maneiras de escolher o segundo
numero. No total, serdo 1 X 9 X 8 = 72 numeros diferentes.

No segundo caso, teremos 4 modos de escolher o ultimo algarismo, 8§ modos de
escolher o primeiro algarismo e 8 modos de escolher o segundo algarismo. Por isso, temos
4 X 8 X 8 = 256 numeros distintos. Por fim, a quantidade total de nimeros naturais pares
com trés algarismos distintos na base 10 ¢ de 72 + 256 = 328 maneiras.

Em certos problemas, dividir as situagdes em casos separados pode se tornar um
caminho mais facil para lidar com contagens que possuem regras.

(POTI) De quantos modos podemos pintar (usando uma de quatro cores) as casas da
figura abaixo de modo que as casas vizinhas tenham cores diferentes?
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&

Para resolver essa questdo, vamos separar a pintura das casas da figura em dois casos
distintos: a situacdo em que a casa | e 3 possuem as mesmas cores € a situacao em que a casa
1 e 3 possuem cores diferentes.

Na primeira situagdo, podemos escolher a cor que iremos pintar a casa 1 e a casa 3 de
quatro maneiras (ambas possuem a mesma cor). Por outro lado, cada uma das casas 2 e 4
podem ser pintadas de trés maneiras diferentes. Por isso, o total de modos sera de
4 x 3 X 3 = 36 de pintar nesse caso.

Agora, na segunda situacao, podemos escolher a cor da casa 1 de quatro maneiras e,
por possuirem cores diferentes nesse caso, a cor da casa 3 de trés maneiras. As casas 2 ¢ 4
poderdo ser pintadas de duas maneiras cada, uma vez que ndo podem repetir a cor da casa 1
nem a cor da casa 3. Logo, o nimero total de possibilidades para pintar as casas serd de
4 x 3 X2 X2 =48.

Portanto, existem 48 + 36 = 84 maneiras de pintar a figura.

(OBMEP) Uma formiga, inicialmente no vértice A, anda sobre as linhas do
quadriculado da figura, sempre para a direita ou para cima, até¢ chegar ao vértice B. De
quantas maneiras ela pode fazer isso passando por algum dos quatro pontos destacados?

B
a)4

b) 32 ®
¢) 36
d) 64
e) 74
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A principio, para facilitar a resolugdo, nomearemos os quatro pontos indicados no
enunciado de C, D, E e F conforme o desenho abaixo.

B Comecando pelos pontos localizados nos extremos da

D figura, perceba que ha apenas um caminho possivel de A
® at¢ B que passa pelo ponto C. O mesmo ocorre com 0

ponto F. Por isso, podemos contar dois caminhos.

Agora, para ir de A até¢ E, temos 6 caminhos possiveis.

Esses trajetos caracterizam-se pela escolha de qual

coluna a formiga ird realizar seu movimento para cima.

& De E para B. também temos seis caminhos possiveis que,

andlogo ao percurso inicial, sdo determinados pela
OF : o .
escolha de qual linha a formiga ird realizar seu
movimento para direita. Desse modo, ha 6 X 6 = 36
caminhos que saem de A até B passando por E. O mesmo
resultado também vale para o ponto D.

Sendo assim, a soma total dos trajetos possiveis que a formiga pode realizar ¢ igual a
36 +36+1+1=74

Exercicios propostos

(OBMEP 2° fase 2024 - Nivel 1) Uma tabela 4x4, preenchida com os numeros O e 1, ¢
equilibrada quando, somando os nimeros em cada linha, obtemos todos os inteiros de 1 a 4, o
mesmo ocorrendo com as somas dos numeros de cada coluna. Por exemplo, a tabela ao lado ¢

equilibrada.
111111 ]|—4
111110 ]|—3
Ojl1]1]10]|—2
0111010 |—1
by
2 4 3 1

a) Preencha as tabelas abaixo de modo que elas sejam equilibradas, com as linhas e
colunas tendo as somas indicadas.

— 4 — 2

— 3 58 —4
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b) Quantas sdo as tabelas equilibradas com a soma de cada linha indicada abaixo?

¢) Quantas sao as tabelas equilibradas?

(OBMEP 2° fase 2023 - Nivel 1) A formiguinha da OBMEP caminha do ponto A até
o ponto B ao longo dos lados dos 10 quadradinhos da figura abaixo.

oB
A®

Ela s6 pode andar para a direita, para cima ou para baixo, sem passar por onde ja
passou. Para representar um caminho, ela inventou o seguinte cddigo: para cada quadradinho,
da esquerda para a direita, se ela passar por baixo, escreve 0 e se passar por cima, escreve 1.
Na figura a seguir observamos o caminho representado por 0010100011.

1 1 1 1

AI—
0 O O 0 0 O

a) Desenhe o caminho representado por 1001001100.
eB

A.
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b) De quantas maneiras diferentes a formiguinha pode ir de A até B?

¢) De quantas maneiras diferentes a formiguinha pode ir de A até B passando pelo ponto
C?

A'O ®
C

(OBMEP 2° fase 2021 - Nivel 1) Maria pinta, em seu caderno, figuras formadas por
trapézios e hexagonos. Cada hexagono pode ser pintado de azul, bege ou cinza, e cada
trapézio, de azul ou preto. Poligonos com um lado em comum
ndo podem ter a mesma cor. A figura ao lado ¢ um exemplo de
uma pintura feita por Maria.

a) De quantas maneiras Maria pode pintar a figura abaixo?

o 5 25

b) De quantas maneiras Maria pode pintar a figura abaixo?

¢) De quantas maneiras Maria pode pintar a figura abaixo?
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(OBMEP 2° fase 2019 - Nivel 1) Roberta tem duas cartelas, uma com os nimeros de 1 a 15
e outra com os numeros de 16 a 30. Ela escolhe um niimero de cada cartela e calcula a soma

deles.
2 \
(1 2 3 4 5\ 16 | 17 | 18 | 19 | 20
6 7 8 9 10 21 22 | 23 | 24 | 25
11 12 | 13 | 14 | 15 26 | 27 | 28 | 29 | 30
\_ J/ \_ v

a) Quais sdo as escolhas possiveis para Roberta obter a soma 18?

b) Se Roberta fizer todas as escolhas possiveis, quantos resultados diferentes ela podera
obter?

¢) Se Roberta fizer todas as escolhas possiveis, qual ¢ o resultado que aparecerd mais
vezes? Por qué?
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C. Geometria

C.1 Area e Perimetro

P=A+B+C

Perimetro ¢ a medida do contorno de uma figura geométrica, sendo calculado pela
soma de todos os lados de uma figura geométrica plana. Em termos praticos, ele ¢ utilizado,
por exemplo, para calcular o comprimento de cercas que envolvem um terreno.

A

=A+B+C

triangulo

e Emque A, B e Csdo os lados do tridangulo

=4L

quadrado_

e Emque L ¢ o lado do quadrado.
=2c+21

retangulo

o Em que ¢ é o comprimento e | ¢ a largura do retangulo.

=B+ b+ L + 1L,

trapézio
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o Em que B ¢ a base maior, b ¢ a base menor, L, elL,sioos lados do trapézio.

=4L

losango

o Em que L sdo os lados do losango.

. =2mr
circulo

o Em que m ¢ uma constante (aproximadamente 3,14) e r € o raio da circunferéncia.

A drea equivale a medida da superficie de uma figura geométrica. E como se

. . ) ., , 2 2 2
pintassemos o interior de uma figura: a parte colorida seria a area. ¢ dadaemcem , m, km
etc.
_ bh
triangulo 2

e Emqueb ¢ abaseeh ¢ aaltura do triangulo

Obs.: no tridngulo equilatero, em que todos os lados e angulos sdo iguais, a altura
pode ser dada como:

h= AZE, em que | € o lado do triangulo.
2

quadrado B

e EmqueL ¢ olado do quadrado

retangulo -
e Emqueb ¢abaseeh ¢ a altura do retdngulo.
_ (B+b)h
trapézio 2
o Em que B ¢ a base maior, B ¢ a base menor e h ¢ a altura do trapézio.
Dd

losango 2

e Em que D ¢ a diagonal maior, d ¢ a diagonal menor e h € a altura do losango
2

} = mr
circulo

o Em que m ¢ uma constante e r ¢ o raio do circulo.
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Exercicios de fixacao:

a) Qual o perimetro e a area
de um quadrado de lado 15
cm?

b) Uma praga circular de
30m de  diametro ¢
totalmente contornada por
cercas. Qual deve ser o
comprimento dessas cercas?
n=3,14

¢) Antonia possui uma folha
quadrangular de lado 20cm.
Ela dobra essa folha ao
meio, obtendo um retangulo.
Qual ¢ a area desse
retangulo?

d) Miguel possui um prato

de 1256cm” de édrea. Ele
deseja saber qual o raio
desse prato. Considerando Tt
= 3,14, ajude Miguel a
descobrir o raio.

e) Um tridngulo equilatero
tem lado igual a Scm.
Calcule o perimetro e a area
desse triangulo.

f) Um triangulo equilatero

possui 25\/§ em’ de érea.
Unindo os dois triangulos,
um ao lado do outro,
obtemos um losango. Qual o
perimetro e a area desse
losango?

g) Pedro desenha em seu
caderno um circulo de raio
10cm. Logo apds, ele traca
uma linha no diametro do
circulo, dividindo-o ao
meio. Qual a area de cada
pedago do circulo que Pedro
dividiu?m = 3, 14

h) Um trapézio regular
possui as seguintes medidas:
B=3b=2h. Sabendo que sua

, , 2
area é 300cm calcule o
perimetro do trapézio.

i) Um quadro possui 20cm
de largura e 5 cm de
comprimento. A imagem
que ele contém ¢ um
quadrado de area cinco
vezes menor que a area total
do quadro. Qual a medida
dos lados desse quadrado?

j) Uma pizza ¢ dividida
igualmente entre Aline,
Miguel e Julia. Cada um
deles comeu dois pedagos e
nenhum pedago sobrou ao
final. Se a pizza possuia raio
de 10cm, qual a area de cada
pedaco? m = 3,14

k) Decorando sua casa para
uma festa junina, Antonia
cola um dos lados de um
quadrado com a base de um
triangulo isdsceles, para
formar uma bandeirola. Se a
base desse tridngulo mede
10cm e sua altura 4 cm, qual
a area total da bandeirola?

1) Um triangulo equilatero ¢é
dividido ao meio, formando
dois triangulos.

Considerando que a reta que

o dividiu meca 10\/§ cm,
qual o perimetro de cada
triangulo formado?
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m) A Grande Piramide do
Egito possui 208m de altura
da face e 230m de largura na
base. Calcule a area de uma
de suas faces.

n) Um terreno ¢ cercado
com cinco fios de arame. Se
esse terreno ¢ um retangulo

2
de I=c” e 1=25m, calcule a
quantidade de arame
necessaria.

0) A tela de um computador
possui 60 cm de
comprimento e 20 cm de
altura. Sua moldura, que a
cerca, tem 70 cm de
comprimento e 45 cm de
altura. Qual a area de apenas
a moldura do computador?

p) Qual o perimetro e a area

de um circulo de raio 10\/5 ?
™ =3

q) Em um pote quadrado de

area igual a 900 cmz,
quantas latas de refrigerante,
de raio 4 cm, conseguem ser
acomodadas?

r) Um triangulo isosceles
possui dois lados medindo
25 cm. Se a area desse

P n , 2
triangulo € 300cm e sua
altura mede 15 cm, calcule o
perimetro da figura.

Gabarito:
a)60cme 2250m2
b) 94,2m
¢) 200cm”
d) 20 cm
e)l5cme 6,25cm2

f) 40cm e 50\/§c m’

g) 157 cm’
h) 40 + 10/13 cm

i) 21/5 cm

m) 95 680cm”
n) 625 cm

0) 1950cm”

j) Aproximadamente 52,33cm2 pP) 60\/5 cm e 600cm’”

k) 120cm”

1) 30 + 10+/3 cm

q) 9 latas

r) 90 cm

Resolucio guiada (use de inspiracdo para resolver as questoes de A a R):

a)

1. Calculando o Perimetro
Como um quadrado possui 4 lados de comprimentos iguais, a formula para o

perimetro € 4L.

Substituindo o valor do lado dado no enunciado (15 cm): 4 x 15

Resultado do Perimetro: 60 cm

2. Calculando a Area

Para um quadrado, a area ¢ calculada multiplicando a base pela altura (ou
simplesmente elevando o lado ao quadrado). A formula é:

LXL
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Substituindo o valor do lado (15 cm): 15 X 15
Resultado da Area: 225 cm?

b)

1. Identificando os Dados
Diametro: 30 metros
Valor de Pi: 3,14.

, . . A . 2
2. Formula do Comprimento da Circunferéncia: mr

Como o raio ¢ a metade do didmetro, r = 15m,

3. Substituindo os Valores e Calculando
3,14x 15x 15=942m

c)
1. Analisando a Folha Original

Antonia tem uma folha quadrada com lados de 20 cm.

Largura original: 20 cm
Altura original: 20 cm.

2. O Efeito da Dobra

Quando ela dobra a folha exatamente ao meio, um dos lados ¢ dividido por 2,

enquanto o outro permanece igual. Dessa forma, o novo retdngulo tera as seguintes medidas:

Comprimento: 20 cm
Largura: 10cm.

3. Calculando a Area do Reténgulo

A formula para calcular a 4rea de um retangulo ¢ B x H. Substituindo os novos

valores:

20 x 10 = 200cm”

d)

1. Escrever a formula
A érea de um circulo ¢ dada por: r
Em que:
2
e A=1256cm
e T= 3,14

. r=729

2. Substituir os valores
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1256 =314 x 1

3. Isolar rz

Divida os dois lados por 3,14:

rf= 128 = 400

4. Tirar a raiz quadrada
Logo, o raio do prato ¢ 20 cm.

Exercicios estilo olimpicos
1) Analise a imagem e responda:

QUADRADQ EXTERNO

I 12¢em |
i QUADRADO INTERNO

Lado =4 cm
et

10cm Lado=4cm Lado=4cm

Lado =4 cm

a) Calcule a area da regido branca.

b) Calcule o perimetro da regido branca.
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2) Um quadrado foi dividido por uma diagonal.

8cm

Qual ¢ a area de cada tridngulo formado?

3) Um retangulo tem perimetro igual a 40 cm.

Se aumentarmos o comprimento em 2 cm e diminuirmos a largura em 2 cm, sua area
aumenta em 8 cm?.

a) Quais sao as dimensdes do retangulo?

b) Qual € sua area?

4) A figura acima ¢ formada por um retangulo de 16 cm % 10 cm, do qual foi retirado um
quadrado de 4 cm x 4 ¢cm no canto superior esquerdo.
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12cm

a) Calcule a area da figura.

b) Calcule o perimetro da figura.

Gabarito:

1) a-128cm’
b- 64cm.

2) 32cm2
3) a-7cme 13 cm.

b- 9lcm2

4) a- 144 cm’
b- 52cm.
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C.2 Geometria no quadriculado

A geometria em quadriculados explora figuras desenhadas sobre uma malha regular,
permitindo calcular areas e perimetros por contagem de unidades basicas. Pode ser formada
de quadrados, de tridngulos, de hexagonos, etc.

Quadriculado:

Os exercicios apresentam o valor de cada quadradinho da malha. Nesse sentido,
considere que a malha ¢ formada por quadrados de lado 1cm:

o Cada quadrado possui area igual a lcm?.
e O perimetro desse quadrado ¢ 4cm.

A area das figuras correspondem ao niimero total de quadradinhos ocupados:

e Casos simples

fcm

. il

A=1L x L x quantidade de quadradinhos

malha malha

Se a figura ocupa 15 quadradinhos inteiros, com malha de 1cm, entdo:

A=1x1x15=15cm°

e (Casos com meios quadrados

Frequentemente aparecem diagonais dividindo quadrados em dois triangulos
congruentes.
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Nesse caso:

A=1L L [ radi
quadradinho * Lquadradinho © quantidade de quadradinhos
2

Se a figura ocupa 15 meios quadradinhos, com malha de 1cm, entdo:

A=1x1x15x2=75cm"

O perimetro é o comprimento do contorno da figura.
e (Casos simples

Percorra toda a borda e conte o segmento de lado unitario.

Se uma figura possui lado de 5 segmentos horizontais e de 4 segmentos verticais.
Entao:
P=(5x2)+(4x2)=18

e (Casos com meios quadrados

Realize o Teorema de Pitagoras para descobrir o lado nao inteiro:

Essa figura possui lado de 3 segmentos verticais ¢ 4 segmentos horizontais. Sendo
assim:

2 2. 2
cateto +cateto = hipotenusa

4* +3° =25
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\25=5
443+5=12

Exercicios estilo olimpicos:

1) O tabuleiro abaixo ¢ formado por 7 hexagonos regulares de lado 1 cm.

Podemos pintar alguns hexagonos para formar diferentes figuras.

a) Pinte exatamente 3 hexagonos formando uma figura com perimetro igual a 14
cm.

b) Pinte exatamente 3 hexdgonos formando uma figura com o menor perimetro possivel.

¢) Explique por que, ao aproximar dois hexagonos que compartilham um lado, o
perimetro diminui exatamente 2 cm.

2) Antdnia possui pegas em forma de tridngulo equilatero de area 1 cm? e pecas em forma de
trapézio, formadas pela unido de 3 triangulos equilateros.

Ela quer montar uma figura com area total de 18 cm? usando o menor niimero possivel
de pecas.
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Sabendo que ela pode usar quantos tridngulos e trapézios quiser, responda:

a) Quantos trapézios ela deve usar para que o nimero total de pegas seja minimo?
Desenhe-os na malha triangular pontilhada a seguir.

b) Quantos triangulos serdo necessarios? Desenhe-os na malha triangular pontilhada a
seguir.

3) Considere o tabuleiro abaixo, formado por 10 hexagonos regulares de lado 1 cm.

a) Pinte 4 hexdgonos formando uma figura com perimetro igual a 18 cm.

b) Mostre que toda figura formada por hexagonos pintados possui perimetro par.
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4) A reta marcada forma um triangulo.

a) Determine a area do triangulo em unidades de area (quadradinhos).

b) Qual a porcentagem do quadriculado correspondente a area da figura?

Gabarito:

1) a- Exemplo de uma possibilidade:

b- O perimetro formara 12cm. Exemplo de uma possibilidade:

c- O lado comum deixa de fazer parte do contorno. Logo, perdem-se dois lados de
comprimento 1, perdendo 2cm.
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2) a- 6 trapézios
b- 18 triangulos
3) a- Exemplo de uma possibilidade:

b- Seja N o nimero de hexagonos pintados e A o nimero de lados compartilhados
entre pares de hexdgonos adjacentes.

Cada hexagono contribui inicialmente com 6 lados para o perimetro. Assim, antes de
considerar as adjacéncias, teriamos 6n lados.

Agora, sempre que dois hexdgonos compartilham um lado, esse lado nio aparece no
contorno externo da figura. Como ele foi contado duas vezes (uma para cada hexagono),
devemos subtrair 2 do total.

Se existem A lados compartilhados, o perimetro ¢ P=6n—2a
Colocando 2 em evidéncia, P=2(3n—a)

Como 3n—a ¢ um nimero inteiro, P ¢ multiplo de 2.

Logo, o perimetro de qualquer figura formada por hexagonos pintados ¢ sempre um
nimero par.

4) a-4, 5cm2
b- 18% do total.

C.3 Dividir para conquistar

A ideia de "dividir para conquistar" em problemas de area ¢ transformar uma figura
complicada em partes simples e iguais (normalmente tridngulos, quadrados ou retangulos).
Assim, em vez de calcular medidas dificeis, vocé trabalha com fracdes da area total.

1) Um quadrado vermelho tem lado 4 cm. Sobre cada lado do quadrado ¢ construido um
triangulo isdsceles retdngulo, com ' da medida do lado. Cada tridngulo ¢ dividido ao
meio pela altura relativa a hipotenusa. A regido amarela ¢ formada por uma das
metades de cada tridngulo. Qual € a area total amarela?
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2) A figura abaixo representa um terreno com formato de um poligono. Ele sera dividido
em quatro lotes, todos com a mesma area, tragando-se segmentos de reta conforme
indicado na figura. Qual a area de cada lote?

20m

10m
[
|
Lote 1 i
i Lote 2
i
Lote 3 i Lote 4 14m

3) A figura abaixo representa um poligono. Ele sera dividido em duas partes de mesma
area usando apenas um segmento de reta. Trace esse segmento e indique a area de

cada parte.

6 cm

10 cm

4 cm

-

6 cm

16 cm
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4) Considere um quadrado de lado 30 ¢m.
Ligando os pontos médios dos lados forma-se outro quadrado.

Ligando os pontos médios desse novo quadrado forma-se outro, e assim
sucessivamente.

Determine:

a) a area do segundo quadrado;

b) a area do terceiro;

Gabarito:

1) Se o lado do quadrado vermelho mede 4 cm, cada lado do tridngulo is6sceles mede 1 cm.

1. A hipotenusa do tridngulo mede \/E
\2

O triangulo amarelo tem ambos os catetos medindo —, e hipotenusa medindo 1.

, . 1 ~ A ~ , , .
Logo, sua area ¢ —-. Como sdo 4 tridngulos, entdo a area total da area amarela ¢ de 1 cm

quadrado.

2) 84 cm”

3) 60 cm”

6 cm
4 cm
10 cm ‘
6 cm
4 16 cm }
4)
2
a-450 cm
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b-225 cm”
c- As areas formam a sequéncia
900, 450, 225, 112,5...
Cada termo ¢ metade do anterior.

Logo, trata-se de uma progressao geométrica (PG) de razdo %

Entao,

An=900 (=) "

¢ a area do n-ésimo quadrado.

C.4 Geometria Espacial

Geometria espacial ¢ a parte da matematica que estuda os s6lidos geométricos, ou
seja, figuras que possuem trés dimensdes (comprimento, largura e altura). Exemplos dessas
figuras sdo os cubos, paralelepipedos, cilindros, cones, esferas, piramides, prismas, entre

outros.

Neste modulo, o foco serd o cubo. Ele ¢ um so6lido formado por seis faces quadradas
iguais. Todo cubo possui:

e 6 faces
e 12 arestas
e & vértices

Face: ¢ cada lado plano do cubo.
Aresta: é o encontro de duas faces.

Vértice: ¢ o ponto onde trés arestas se encontram.
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Nem sempre as figuras sdo formadas por apenas um cubo. Muitas delas apresentam
varios cubos unidos, formando uma unica constru¢do, chamadas de sistemas de cubos.

Exemplo:

Nesses casos, observe cuidadosamente a figura. Se houver cubos escondidos atras de
outros, eles também fazem parte da constru¢ao. Nunca conte apenas os cubos visiveis!

Em sistemas de cubos, dois cubos podem ficar encostados.

Quando isso acontece:

« as faces que ficam encostadas deixam de aparecer;
e apenas as faces externas continuam visiveis.

Por isso, nem toda face recebe pintura em muitas questdes: as faces
internas sdo retiradas da contagem de faces com tintura.

Uma mesma construgdo pode ser observada de diferentes posi¢des. As principais

rd
v,

vistas sdo:

Vista frontal

E aquilo que enxergamos olhando a construgdo de frente.

Vista lateral ” 7/
f

E o que aparece quando olhamos de um dos lados.
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Pode ser da direita ou da esquerda.

(Considere que a imagem dada possui 6 cubos em sua formagao).

Vista superior

E a visdo de cima.

Cada cubo possui seis faces. Entretanto, algumas podem ficar:

e encostadas em outro cubo;
« apoiadas sobre uma mesa ou outro objeto.

Essas faces ndo aparecem em nenhuma vista e sdo chamadas de ocultas. As demais
sdo chamadas de faces visiveis.

Questoes estilo olimpicas:

1) Um cubo grande foi construido juntando 27 cubinhos iguais. Depois, todas as faces
externas foram pintadas de azul. Determine:

a) Quantos cubinhos receberam tinta em exatamente uma face?

b) Quantos receberam tinta em exatamente duas faces?

¢) Quantos receberam tinta em exatamente trés faces?

d) Quantos nao receberam tinta?
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Explique como vocé chegou a cada resposta.

2) Uma construgdo ¢ formada por varios cubos. Quando observada:
o pela frente aparecem 4 cubos;
o pelo lado aparecem 3 cubos;
e por cima aparecem 5 cubos.

Qual ¢ o menor numero possivel de cubos dessa construgdao? Justifique sua resposta
desenhando ou descrevendo uma possivel montagem.

3) Uma construgdo ¢ formada por 8 cubos iguais. Ela estd apoiada sobre uma mesa.

Sabendo que existem exatamente 30 faces visiveis, determine quantas faces estdo
escondidas. Explique todos os calculos realizados.

4) Antonia tem varios dados idénticos com faces numeradas apenas com numeros pares:
2,4,6,8,10 ¢ 12. Nesses dados, a soma dos nimeros em faces opostas ¢ sempre igual
a 14. Ela cola alguns desses dados e coloca adesivos coloridos nas faces nao coladas,
inclusive nas faces que estdo em contato com a mesa.

a) Qual é a maior soma possivel para todos os nimeros que foram cobertos por adesivos
nos dois dados colados?
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b) Antdnia colou varios dados formando uma estrutura maior, conforme mostrado na
figura. Sabendo que ele precisa comprar os adesivos e cada um custa R$ 0,50, qual sera o
valor total gasto para cobrir todas as faces expostas (lembrando de incluir as que tocam a
mesa)?

Gabarito:

1))
a- 6 cubinhos.
b- 12 cubinhos.

c- 8 cubinhos.

d- 1 cubinho.

2) 6 cubinhos.
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3) Existem exatamente 18 faces escondidas na constru¢ao de 8 cubos.

Passo 1: Calcular o total de faces

e Cubos utilizados: 8 unidades.
o Faces por cubo: 6 faces.
o Faces totais: 8 x 6 = 48 faces

Passo 2: Determinar as faces escondidas

o Faces visiveis: 30 faces.
o Faces totais: 48 faces.
o Faces escondidas: 48 - 30 = 18 faces.

4)
a-72.

b- 14 reais.
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D. Combinatoéria

D.1 Principio Multiplicativo - Revisdo

Na secao B.3, vocé deve ter aprendido sobre o Principio Multiplicativo, que diz que a
quantidade total de formas nas quais um evento pode ocorrer, dado a quantidade de opgdes
disponiveis em cada etapa da formacao do evento, ¢ o produto dessas quantidades de opcdes.

Recapitule a logica do Principio Fundamental da Contagem nos seguintes exemplos:

1) Miguel vai almogar com seus amigos no restaurante M.G., onde ele pode montar
seu prato escolhendo uma dentre trés opcdes de salada: vinagrete, salpicao e salada mista; e
uma dentre duas opgdes de carne: bife de boi e filé de frango. De quantas maneiras diferentes
Miguel pode montar sua refeicao?

Resolucio:

Para montar sua refeicao, Miguel precisa fazer duas escolhas completamente
independentes: uma escolha de salada e uma escolha de carne. Assim sendo, para cada uma
das trés saladas escolhidas, pode-se escolher qualquer uma das outras duas carnes. Assim,
basta multiplicar o nimero de opg¢des diferentes disponiveis em cada escolha para obter o
numero total de pratos distintos possiveis, como ¢ demonstrado no diagrama de arvore
abaixo. Assim, Miguel pode montar sua refeicio de 3 - 2 = 6 maneiras diferentes.
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2) Sophia vai sair para uma festa e para isso deve escolher qual roupa ela vai vestir. Sabendo
que a menina t€m 5 opcdes de sapatos, 3 opgdes de calcas e 6 opgdes de blusas, determine de
quantas maneiras ela pode se vestir.

Resolucio:

A chave para resolver esse problema classico do Principio Multiplicativo € perceber
que Sophia tem trés escolhas completamente independentes a fazer: uma escolha de sapato,
uma escolha de calca e uma escolha de blusa. Dizer que as escolhas sdo independentes
significa dizer que tendo escolhido um dos 5 sapatos, ela pode escolher qualquer uma das 3
calgas, e, depois, qualquer uma das 6 blusas, sem que uma escolha interfira na outra.

Sendo assim, basta multiplicar as opgdes independentes para obter o total de formas
que Sophia pode se vestir: 5 -+ 3 - 6 = 90 formas.

3) Pedro Augusto monta sua rotina durante um dia de férias seguindo a seguinte regra:
ele estuda Fisica ou Matematica pela manha, joga Mario Kart, Lego Batman ou Mortal
Kombat durante a tarde, e assiste Vingadores, Star Wars, Rei Ledo, Senhor dos Anéis ou
Matrix pela noite. Sabendo disso, de quantas formas diferentes Pedro consegue organizar a
sua rotina nesse dia?

Resolucio:

Assim como os ultimos dois problemas, esse consiste em escolhas independentes, a
matéria escolhida para o estudo de manha nao afeta o videogame que sera jogado pela tarde,
0 que, por sua vez, ndo influi no filme assistido a noite. Desse modo, fazendo a contagem das
opgcodes listadas no enunciado, nota-se que P.A. possui:

e 2 opg¢des de matérias;
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e 3 opcodes de jogos; e
o 5 opgcoes de filmes.
Dessa forma, basta multiplicar a quantidade de opgdes disponiveis em cada etapa para
obter o total de rotinas distintas, chegandoa2 - 3 - 5 = 30 configuracdes.

4) Daniel precisa criar uma nova senha para o aplicativo que esta desenvolvendo. Daniel sabe
que a senha deve seguir o seguinte modelo:

e A senha deve conter 5 caracteres;
e Os trés primeiros caracteres devem ser algarismos de 0 a 9; e
e Os dois proximos caracteres devem ser letras maitsculas.

Assim, 098BG, 371ZJ, 222KL e 160GG sao todas senhas validas, porém 1209H,
459HBA e 74VCS sio todas senhas invalidas. Desse modo, quantas senhas distintas Daniel
pode formar?

Resolucio:

E possivel interpretar a senha de 5 algarismos como uma sequéncia de 5 espacos
vazios que devem ser preenchidos, um por um, seguindo as regras dadas.

Para o primeiro espaco, pode-se escolher um dentre dez algarismos (0-9), o mesmo
para o segundo espago e para o terceiro espaco. Logo, os trés primeiros espagos, ocupados
por algarismos, podem ser preenchidos de 10 - 10 - 10 = 1000 maneiras.

J& para o quarto algarismo, pode-se escolher uma dentre as 26 letras do alfabeto, o
mesmo para o quinto e ultimo espaco. Assim, os dois ultimos espagos, ocupados por letras,
podem ser preenchidos de 26 - 26 = 676 maneiras.

Com essas informagdes, muitos alunos se confundem na ultima etapa da resolucao:
afinal de contas, deve-se somar ou multiplicar os dois nimeros obtidos?

Basta pensar que a senha ¢ formada por uma das 1000 configuracdes para os trés
algarismos ¢ uma das 676 configuracdes para as duas letras. Como a escolha de qual
configuragdo de algarismos e letras formara a senha ¢ independente, cabe o uso do Principio
Multiplicativo novamente.

Logo, Daniel pode formar 1000 - 676 = 676.000 senhas distintas.

e B g
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5) Quantos numeros pares de 3 algarismos podem ser formados?

Resolucio:

Para formar uma sequéncia de 3 algarismos, sem restrigdes, pode-se escolher um
dentre 10 algarismos para o primeiro espago, um dentre 10 algarismos para o segundo espago
e um dentre 10 algarismos para o terceiro espago. No entanto, o problema apresentado possui
duas condi¢des especiais que fazem com que uma aplicacao direta do Principio Fundamental
da Contagem nao baste:

i) O namero deve ser par. Assim, o algarismo das unidades s6 pode ser ocupado pelos
numeros 0, 2, 4, 6 ou 8, ja que algarismo das unidades par ¢ condi¢do Unica e suficiente para
formar um numero par.

ii) O algarismo das centenas nao pode ser zero. Isso por o zero na casa das centenas
formaria um numero do tipo 012, 034, 089, ou afim, ndo podendo ser considerado um
numero de 3 algarismos.

Assim, fazendo-se a sequéncia de escolhas:

o O algarismo das centenas pode ser preenchido por 9 algarismos (1-9)

e O algarismo das dezenas pode ser preenchido por 10 algarismos (0-9)

e O algarismo das unidades pode ser preenchido por 5 algarismos (0, 2,
4, 6 ou 8)

Logo, existem 9 - 10 - 5 = 450 nimeros assim.
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