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“Uma prova nao é nada mais do que um argumento a prova d’agua”
- Mira Bernstein

POR QUE PROVAR?

Uma prova permite a vocé convencer outras pessoas de que sua solucdo é correta, mas ainda mais importante do
gue isso, ela dd a vocé um entendimento mais profundo do problema, o qual pode ajuda-lo a resolver outros
problemas mais dificeis futuramente.

Nas palavras do matemadtico Yuri Manin: “Uma boa prova é aquela que nos torna mais sabios”.

O QUE E UMA BOA PROVA?

Como vocé pode dizer que um argumento é bom o suficiente para ser uma prova?

A melhor maneira de provar algo é tentar se refutar a ponto de ndo encontrar nenhuma ponta solta ou brecha
gue invalide a sua resolugao.

Imagine que vocé esteja explicando seu raciocinio para alguém que ndo saiba como resolver o problema em
guestdo e busque oferecer os melhores recursos para que essa pessoa entenda o porqué de tudo o que foi feito
levar a conclusao final.

Observe seguinte problema:

Problema 1. Suponha que vocé tenha uma caixa branca com 60 bolas brancas e uma caixa preta com 60 bolas
pretas. Vocé entdo pega 20 bolas da caixa branca, coloca na caixa preta e mistura. Agora vocé pega 20 bolas
(provavelmente algumas brancas e algumas pretas) da caixa preta e coloca na caixa branca. No final, qual é maior: o
numero de bolas pretas na caixa branca ou o nimero de bolas brancas na caixa preta?

Exemplos de provas invalidas ou incompletas:

1- Os dois niumeros sdo iguais porque qualquer que seja o numero de bolas pretas que movemos para a caixa
branca, este serd o nimero de bolas brancas que permanecerdo na caixa preta.

2- Quando movemos as 20 bolas brancas para a caixa preta, a fracdo de bolas brancas na caixa preta é %
(20/80). Portanto, das 20 bolas que movermos da caixa preta para a caixa branca, um quarto (isto é, 5 bolas)
serdo brancas e trés quartos (isto &, 15 bolas) serdo pretas. Portanto, no final, a caixa branca tera 15 bolas
pretas e a caixa preta terd 15 bolas brancas (pois colocamos 20 e movemos 5 de volta).

3- Se a caixa branca termina com menos do que 20 bolas pretas, entdo algumas das bolas que movemos para
ela devem ser brancas. Logo, a caixa preta terd menos do que 20 bolas brancas no final, pois algumas delas
retornam para a caixa branca. Estes nimeros devem ser iguais, pois movemos 20 bolas a cada vez, dai o
numero de bolas de cores erradas em cada caixa sdo 0s mesmos.

4- Os dois numeros sdo iguais porque, qualquer que seja o nimero de bolas pretas que passemos para a caixa
branca, esse sera o mesmo numero de bolas pretas que ficardo na caixa preta. Por exemplo, digamos que o
conjunto de bolas que movemos para a caixa branca tivesse 13 bolas pretas e 7 bolas brancas. Entao, a caixa
preta teria 13 bolas brancas ao final (pois havia 20 antes e entdo movemos 7 de volta). Deste modo, os
numeros serdo sempre 0s mesmos.

Agora que vimos o que nao prova algo, estudaremos métodos de se realizar uma prova.




PROVA DIRETA

E uma forma de mostrar que certa afirmac3o é falsa ou verdadeira através de uma combinacdo de axiomas
(verdades imutdveis), lemas e teoremas ja estabelecidos.

Ex 1. Se a soma de dois nimeros inteiros é par, entdo a sua diferenca também é par.

Ex 2. Prove que dados dois nimeros a e b ndo negativos, %ﬁ =+va-b. entdo
Ex 3. Prove que todo quadrado de um numero inteiro deixa resto 0 ou 1 na divisdao por 4.
Ex 4. Mostre que o produto de quatro inteiros consecutivos sempre é um multiplo de 24.

PROVA POR CONTRAEXEMPLO

Como o nome diz, basta acharmos algo que refute o enunciado. E utilizado para provar que algo é falso
Ex 1. Prove que para  Va,b € R, (a2 = b2) , ndo se pode concluir que a = b.
Ex 2. Todos os nimeros primos sdo impares
Ex 3. Se a.b é par, entdo a e b sdo pares.
Ex 4. Se p e g sdo primos, entdo p + q é composto
Ex 5. Se um nimero de dois ou mais digitos é palindromo, entdo esse nimero é necessariamente multiplo de 11?

PROVA PELA CONTRAPOSITIVA

Em ldgica, a contrapositiva de uma instrucdo condicional é formada negando ambos os termos e invertendo a
direcdo da inferéncia. Explicitamente, a contrapositiva da instrugdo "se A, entdo B" é "se ndo B, entdo ndao A". A
instrucdo e a sua contrapositiva sdo logicamente equivalentes: se a afirmacao é verdadeira, entdo a sua
contrapositiva é verdadeira e vice-versa

Ex 1. Suponha que x seja um ndmero inteiro tal que 5x + 11 é impar. Mostre que x é par.
Ex 2. Suponha que x seja um nimero inteiro tal que x? - 8x + 3 é impar. Mostre que x € par.

PROVA POR ABSURDO

Este tipo de prova é feito assumindo-se como verdade o contrario do que queremos provar e entdo chegando-se a
uma contradigao.

Para ver se uma prova por absurdo pode funcionar para certo problema em particular, pergunte a si mesmo: “Se
eu assumir que a afirmacgao é falsa, isto me dard algo concreto para me basear, um bom lugar para comegar meu
argumento?

i) Suponha que a afirmagdo que vocé deseja fosse falsa.
i) Por uma sucessao de argumentos ldgicos, mostre que esta suposicao levaria a um resultado impossivel
(uma absurdo).
iii) Conclua que sua suposicdo esta errada, logo a afirmacdo que vocé deseja provar tem que ser correta.
Ex 1. Prove que existem infinitos nimeros primos.

Ex 2. Prove que ,/2 éum numero irracional

Ex 3. Se n é um nimero inteiro e seu quadrado é impar, entdo n também é impar.




PROVA POR INDUGCAO

Inducdo matematica € um método de prova matemadtica usado para demonstrar a verdade de um numero infinito
de proposicoes.

A forma mais simples e mais comum de inducdo matematica prova que um enunciado vale para todos os nimeros
naturais n e consiste de dois passos:

i) A base: Mostrar que o enunciado vale paran =0, ou n =1 (o menor valor pedido pelo enunciado),
dependendo da definicdo utilizada de N;
i) O passo indutivo: Mostrar que, se o enunciado vale para n = k, entdo o mesmo enunciado vale para n=k + 1.

Como o enunciado é verificado verdadeiro para o menor caso possivel de acordo com as condi¢des do
enunciado e pelo passo indutivo vale para o préximo nimero, segue que o enunciado é verdadeiro para todos os
numeros naturais.

Ex 1: Mostre que a soma dos n primeiros nimeros impares € igual a n2.
Ex 2: Prove que a soma dos n primeiros nUmeros naturais é igual a w Jiel+2+43+..+n= ””‘2—“‘

2 _ nintl)(Zn+1)

Ex 3: Prove que a soma dos n primeiros quadrados perfeitos é igual a AN@ntD) e 144494, 40 A

Ex 4: Prove que todo nimero natural maior ou igual a 2 pode ser decomposto num produto de nimeros primos.




